<  *k+J 


V*  *y, 


£><* 


* 


**'* 


•^A 


*V  <- 


/x? 


THE  LIBRARY 

OF 

THE  UNIVERSITY 

OF  CALIFORNIA 

LOS  ANGELES 


OTTO  HIRRASSOWITZ 

BUCHHANDIUNG 

LEIPZIG 


■»  Halnw 


yyiuy  9~  >-3 


SOUTHERN  BRANCH, 

UNIVERSITY  OF  CALIFORNIA, 

LIBRARY, 

LOS  ANGELES,  CALIF. 


Digitized  "by  the  Internet  Archive 

in  2007  with  funding  from 

Microsoft  Corporation 


http://www.archive.org/details/dietheoriederebeOOschriala 


DIE 


THEORIE  DER  EBENEN  KURVEN 


DRITTER  ORDNUNG. 


AUF  SYNTHETISCH-GEOMETRISCHEM  WEGE 
ABGELEITET 

VON 

Dr.  HEINRICH  SCHROETER, 

PROFESSOR    DER    MATHEMATIK    AN*  DER    UNIVERSITAT   ZU    BRESLAU. 


LEIPZIG, 

VERLAG  VON    B.  G.  TEUBNER. 

1888. 

48750 


Druck  von  B.  G.  Teubner  in  Dresden. 


Engineering  & 

Mathematical 
Sciences 
Library 

Q  A 

$-57 

Vorrede. 


Die   zablreicben   und   vielseitigen    seit   langer  Zeit   an- 

.  gestellten  Untersucbungen  iiber    die  ebenen  Kurven  dritter 

^  Ordnung    von    Newton,   Maclaurin,    Cramer,   Pliicker, 

^Salmon,  Cayley,  Sylvester,  Hesse,  Aronhold,  Clebsch, 

Poncelet,  Chasles,  Jonquieres,  Moebius,  GraBmann, 

'Steiner,  Cremona,  Battaglini  u.  v.  a.,  denen  sich  neuere 

^'  Untersuchungen    nacb    verscbiedenen    Richtungen    hin    an- 

scblieBen  von  Hart,  Em.  Weyr,  P.  Serret,   Milinowski, 

Kiipper,    Durege,    Schoute,    Reye,    Sturm,    Zeutben, 

y  •  Harnack  u.  a.,  finden  sich  zumeist  als  Monograpbien  in  den 

,  v^erscbiedensten  wissenscbaftlichen  Zeitscbriften  zerstreut  und 

5  sind   bisber   nur   in   wenigen   groBeren   Werken  zusammen- 

3  gefaBt,  welcben  die  analytiscb-geometriscbe  Metbode  der  Be- 

}  bandlung  zu  Grunde  gelegt  wird.     Dies  ist  der  Fall  sowobl 

^  in  dem  Werke  von   G.  Salmon:    A  treatise   on  tbe  bigber 

3  plane  curves  (Dublin  1 852),  deutscb  bearbeitet  von  W.  Fiedler: 

^  Analytiscbe  Geometrie  der  boberen  ebenen  Kurven  (Leipzig 

1873),   als  aucb  in  dem   von  H.  Durege   berausgegebenen 

Werke:  Die  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung  (Leipzig  1871), 

obwobl  in  letzteres  mebrfacb  aucb  syntbetiscbe  Betracbtungen 

eingeflocbten  sind,  wabrend  das  auf  syntbetiscber  Grundlage 

entwickelte    Werk   von   L.  Cremona:   Introduzione   ad  una 

teoria    geometrica    delle    curve    piane    (Bologna    1862)    die 

Kurve  dritter  Ordnung  nur  als  ein  Beispiel  fur  die  voraus- 

gebende  allgemeine  Theorie  bebandelt. 

Es  erscbien  wiinscbenswert  fur  diejenigen,  welcbe  zu- 
erst  an  das  Studium  der  Kurven  dritter  Ordnung  beran- 
treten  obne  andere  Hilfsmittel,  als  die  Bekanntscbaft  mit 
den  Elementen  der  synthetiscben  Geometrie  und  den  Haupt- 
eigenscbaften  der  Kegelschnitte,  eine  naturgemaB  sicb  an- 
schlieBende  und  einbeitlicbe  rein  syntbetische  Darstellung 
jener   boheren   geometriscben  Gebilde   mit   ihren  bauptsiich- 
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lichsten  und  charakteristiscben  Eigenscbaften  aus  den  ver- 
schiedenen  Erzeugungsweisen  derselben  abzuleiten,  wozu  hin- 
reichend  Vorarbeiten  vorhanden  waren. 

Der  Versuch  einer  solchen  Darstellung  wurde  von  dem 
Verfasser  zuerst  in  einer  Vorlesung  an  der  hiesigen  Uni- 
versitat  gemacbt  und  fiihrte  dann  zu  der  vollst'andigeren 
Ausarbeitung  des  vorliegenden  Buches.  Die  darin  gewon- 
nenen  Resultate,  welche  verschiedenen  Zeiten  und  verschie- 
denen  Urhebern  angehoren,  sind  zum  groBen  Teil  schon 
Gemeingut  der  Wissenschaft  geworden;  die  weniger  bekann- 
ten  Quellen,  aus  welchen  die  Darstellung  schopfte,  sind  an 
betreffender  Stelle  angegeben.  Riicksichtlich  der  etwa  feh- 
lenden  Litteraturangaben  mag  auf  die  oben  genannten  Werke 
von  Salmon,  Cremona  und  Durege  verwiesen  werden, 
sowie  auf  die  kiirzlich  erschienene  historische  Monograpbie 
von  Gino  Loria:  II  passato  e  il  presente  delle  principal i 
teorie  geometriche  (Torino  1887). 

Die  Eigenscbaften  der  Kegelscknitte,  von  welchen 
durcbgehends  der  umfassendste  Gebraucb  gemacht  wird, 
linden  sich  auseinandergesetzt  in  dem  von  dem  Verfasser 
berausgegebenen  Bucke:  Jacob  Steiners  Vorlesungen  iiber 
synthetische  Geometrie,  IT.  Teil,  „die  Tbeorie  der  Kegel  - 
scbnitte,  gestutzt  auf  projektiviscbe  Eigenscbaften"  (Zweite 
Auflage,  Leipzig  1876);  wo  auf  dasselbe  Bezug  genommen 
ist,  wird  es  kurz  mit  „Th.  d.  K."  angefiibrt.  Der  Gang  der 
Untersucbung  geht  aus  der  folgenden  kurzen  Inhaltsangabe 
bervor: 

Der  Verfasser  beginnt  mit  der  Konstruktion  der  C{3> 
aus  drei  Paaren  konjugierter  Punkte  derselben,  von  welcber 
Clebsch  (Math.  Ann.  Bd.  V,  S.  422)  erklarte,  daB  „sie  an 
Einfachbeit  das  AuBerste  leiste",  und  deren  Ursprung  bei 
einer  ausgearteten  C(3)  in  den  Polareigenscbaften  des  Kegel- 
schnitts  sich  fiudet.  Aus  ihr  entspringt  die  Erzeugung  der 
C(3)  vermittelst  zweier  Strableninvolutionen  in  projektiver 
Beziebung  und  balb-perspektiver  Lage,  wodurcb  eine  ge- 
legentlicbe  Bemerkung  Steiners  best'atigt  wird,  ,;daB  das 
eigentlicbe  Wesen  vieler  Eigenscbaften  der  Kurve  dritten 
Grades  vornehmlich  auf  der  sogenannten  Involution  berube" 
(Crelles  Journal  fur  r.  u.  a.  Matb.  Bd.  47,  S.  6:  Allgemeine 
Eigenscbaften    der    algebraiscben    Kurven).   *  Man    gelangt 


Vorrede.  V 

hiernach  ungezwungen  sowohl  zu  der  C(3)  als  Tripelkurve 
eines  Kegelschnittnetzes,  als  auch  zu  den  Chaslesschen 
Erzeugungsweisen  verinittelst  Kegelschnittbiischel  und  Strahl- 
biischel  pder  zweier  Kegelschnittbiischel  in  projektiver  Ab- 
hangigkeit  und  besonderer  Lage,  da  eine  Strahleninvolution 
auch  nur  ein  Biischel  ausgearteter  Kegelschnitte  ist.  Hieran 
reihen  sich  verschiedene  Konstruktionen  der  C{3)  aus  neun 
willkurlich  und  unabhangig  voneinander  gegebenen  Punkten, 
sowie  der  Hauptsatz  (Schnittpunktsatz),  welcher  die  Be- 
dingung  zwischen  den  neun  Durchschnittspunkten  zweier 
Kurven  3.  0.  enthiilt  und  die  Konstruktion  des  neunten  not- 
wendigen  Punktes  einer  Gruppe  von  neun  associierten  Punkten, 
von  denen  acht  willkurlich  gegeben  sind. 

Die  Tangentenquadrupel  aus  drei  in  gerader  Linie 
liegenden  Punkten  der  C{3>  liefern  eine  eigentlimliche  Kon- 
figuration  ihrer  Beriihrungspunkte,  sowie  ihrer  Durch- 
schnittspunkte  und  zeigen  den  Salmonschen  Satz  von  dem 
konstanten  Werte  des  Doppelverhaltnisses  eines  Tangenten- 
quadrupels. 

Die  urspriingliche  Erzeugung  der  C'<3)  vermittelst  zweier 
projektiver  Strahleninvolutionen  in  halbperspektiver  Lage 
fiihrt  nun  zu  der  Einteilung  der  C'(3)  in  ihre  zwei  Haupt- 
gattungen  (die  einzugige  und  die  zweiziigige),  sowie  zu  den 
acht  verschiedenen  Gestalten  derselben,  von  denen  drei  der 
ersten  und  fiinf  der  zweiten  Gattung  angehoren  unter 
Beriicksichtigung  der  unendlich-entfernten  Kurvenpunkte 
(Durege:  „Uber  die  Formen  der  Kurven  dritter  Ordnung" 
Borchardts  Journal  f.  Math.  Bd.  75,  S.  153).  Die  Be- 
dingungen  fur  die  Erzeugung  der  verschiedenen  Gestalten 
der  C(3)  werden  aufgesucht.  Die  Betrachtung  des  Tangenten- 
quadrupels  aus  einem  Kurvenpunkte  hatte  schon  zur  ko- 
nischen  Polare  desselben  gefiihrt;  die  Erweiterung  derselben 
zeigt  uns  das  ganze  Kegelschnittnetz  der  konischen  Polaren 
fiir  siimtliche  Punkte  der  Ebene  und  erofihet  den  Einblick 
in  die  vielfach  verschlungenen  Polareigenschaften  einer  CVc) 
und  den  Zusammenhang  unter  den  konischen  und  geraden 
Polaren  mit  den  Polokoniken  und  dein  begleitenden  Kegel- 
schnitt.  Hier  treten  auch  die  metrischen  Beziehungen  auf, 
welche  bei  Cremona  den  Ausgangspunkt  bilden,  von  dem 
er  zu   den   Polareigenschaften    der    (?<3)    gelangt.      Die    aus- 
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gearteten  Kegels chnitte  des  Netzes  der  konischen  Polaren 
zeigen  uns  die  Hessesche  und  Cayleysche  Kurve,  deren 
Zusammenhang  schon  bei  der  Einfuhrung  des  Kegelschnitt- 
netzes  hervortrat. 

Die  Hessesche  Kurve  bietet  den  unmittelbaren  AnlaB 
zur  Untersuchung  der  Wendepunkte  einer  C(3),  ihrer  Kon- 
figuration  und  Realit'at,  sowie  der  Lagenbeziehung  ihrer 
harmonischen  Polaren.  Den  SchluG  der  Untersuchungen 
bilden  einerseits  die  Steinerschen  SchlieBungsprobleme  fiir 
die  C(3),  welche  nach  dem  Vorgange  von  Kupper  und 
Schoute  eine  synthetische  Losung  finden,  und  andererseits 
die  von  St  einer  ohne  Beweis  angegebenen  Eigenschaften 
von  mehrpunktig  die  C(3)  beriihrenden  Kegelschnitten.  Aus- 
geschlossen  von  der  Betrachtung  blieb  vorlaufig  die  Kurve 
dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt,  sowie  die  Buschel 
von  Kurven  dritter  Ordnung. 

Moge  die  Absicht  des  Verfassers,  den  Studierenden  die 
vielen  schonen  Eigenschaften  der  Kurven  dritter  Ordnung 
ebenso  leicht  zuganglich  zu  machen,  wie  die  der  Kegel- 
schnitte,  die  Zustimmung  der  Fachgenossen  finden,  und 
moge  zugleich  den  Freunden  synthetisch-geometrischer  For- 
schung  auf  einem  noch  keineswegs  erschopften  Arbeitsfelde 
Anregung  und  Stoff  zu  eigener  Untersuchung,  zur  Vervoll- 
standigung  und  Erweiterung  der  angestellten  Betrachtungen 
dargeboten  sein. 

SchlieBlich  bleibt  mir  noch  iibrig,  meinen  Freunden, 
Herrn  Professor  Dr.  H.  Vogt  und  Herrn  Dr.  E.  Toeplitz 
fiir  die  bei  der  Korrektur  mir  geleistete  Hilfe  meinen  ver- 
bindlichsten  Dank  auszusprechen. 

Breslau,  im  April  1888. 

H.  Schroeter. 
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Tkeorie  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung. 


§  1.  Einleitende  BetracMung. 

1.  Man  gelangt  bekanntlich  zur  Erzeugung  des  Kegel- 
schnitts  durch  zwei  projektive  Strahlbtischel,  indem  man 
von  einem  ausgearteten  Kegelschnitt,  namlich  einem  Linien- 
paar,  ausgeht  in  folgender  Weise:  Seien  I  und  g  die  beiden 
das  Linienpaar  bildenden  Geraden  and  nimmt  man  auf  I 
zwei  beliebige  Punkte  23  und  93x  an,  welche  man  durch 
Strahlen  init  einem  auf  g  veriinderlichen  Punkte  £  verbindet, 
so    erhalt   man  in  93  und  93x  zwei  projektive  Strahlbtischel 

»E   ,       »i£  I  * 
in   perspektiver   Lage.     1st   die   Beziehung    derselben   durch 
die    perspektive  Lage   festgestellt  und  wird  die  letztere  als- 
dann  aufgehoben,  so  gelangt  man  zur  Erzeugung  des  Kegel- 
schnitts. 

2.  In  'ahnlicher  Weise  kann  man  von  einer  ausgearteten 
Kurve  dritter  Ordnung,  welche  aus  einem  Kegelschnitt  und 
einer  Geraden  zusammengesetzt  wird,  zur  Erzeugung  der 
allgememen  Kurve  dritter  Ordnung  gelangen. 

Sei  ein  Kegelschnitt  $(2)  und  erne  Gerade  g  gegeben, 
und  sei  ^§  der  Pol  der  Geraden  g  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
.schnitt  $(2),  dann  wird  aus  dem  Punkte  t)  der  Geraden  ein 
Tangentenpaar  an  den  Kegelschnitt  gehen,  welches  in  £  und 
jx  beriihren  moge ;  der  Strahl  £  jx  j ,  welcher  bestandig  durch 
^5  geht,  wird  die  Gerade  g  in  einem  Punkte  t)x  treffen, 
und  bei  der  Yeranderung  von  t)  wird  sich  sowohl  das 
Punktepaar  £jt  als  auch  das  Punktepaar  t)t)x  verandern, 
ersteres  auf  dem  Kegelschnitt,  letzteres  auf  der  Geraden. 
Das    Punktepaar    t)  t)t    beschreibt    bekanntlich    eine    gerade 

SchrOter,  Theorie  der  ebenen  Kurven  3.  Ordii.  1 


2  Theorie  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung. 

Punktinvolution.  Das  Punktepaar  g$,  liefert  verbunden 
immer  einen  durch  $P  laufenden  Stralil;  aucli  umgekehrt 
bestimmt  jeder  durch  S$  gehende  Stralil  auf  $(2)  ein  Punkte- 
paar ££,,  welches  entweder  reell  oder  konjugiert-imaginar 
sein  kann. 

3.  Bekamitlich  heiBen  je  zwei  solche  Punkte  \)\)l  ein 
Paar  konjugierter  Punkte  fur  den  Kegelschnitt  und  be- 
sitzen  auBer  der  involutorischen  Eigenschaft  auch  die,  daB 
wenn  irgend  ein  Punkt  £)  des  Kegelschnitts  mit  \)t)i  ver- 
bundeu wird,  die  Strahlen 

Ot)  I     und     |  €\)L 

den  Kegelschnitt  &(2)  in  zwei  neuen  Punkten  j;^  schneidenr 
deren  Verbindungslinie  durch  ^  gehen  muB.  Wir  wollen 
auch  ein  solches  Punktepaar  jr^  ein  Paar  konjugierter 
Punkte  nennen. 

4.  Werden  sie  mit  irgend  einem  Punkte  C  des  Kegel- 
schnitts verbunden,  so  bildet  das  Strahlenpaar 

0s  ,     ©Si  i 

eine  Strahlenin volution,  welche  entweder  hyperbolisch  oder 
elliptisch  ist,  je  nachdem  der  Punkt  ^  auBerhalb  oder 
innerhalb  des  Kegelschnitts  ffl2)  liegt.  Jedes  Strahlenpaar 
einer  solchen  Strahleninvolution  trifft  aber  auch  die  Gerade  g 
in  einem  Punktepaar  t)\)t  der  vorigen  Punktinvolution. 

Hieraus  folgt  umgekehrt,  wenn  wir  irgend  ein  Punkte- 
paar t)t)1  auf  g  und  irgend  ein  Punktepaar  $£,  auf  $(2) 
nehmen,  daB  der  Schnittpunkt 

auf   dem  Kegelschnitt  $(2)   liegen   muB;    folglich  muB   auch 

der  Schnittpunkt  ,  s 

&9n  Sift-* 

auf  dem  Kegelschnitt  $(2)  liegen;  und  es  miissen  5  und  fa 
wiederum  konjugierte  Punkte  sein,  weil  j  £t)  und  |  £l)J  in 
$  und  fa  den  ^2)  schneiden. 

5.  Perner  wissen  wir  aus  den  Polareigenschaften  des 
Kegelschnitts,  daB  wenn  wir  auf  $(2)  zwei  Punktepaare 
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nebinen,  wo  (££1;  J,Jf1)  —  ^3  ist7  die  beiden  tibrigen  Diagonal- 
punkte  des  vollstandigen  Vierecks  EEiE'e'i 

to',  EiE'i)  =  1),     (EE'i,  EiE')  =  lJi 
auf  g,   der  Polare  von  ^$,  liegen  miissen  und  ein  Paar  kon- 
jugierter  Punkte  sind. 

Ferner  wissen  wir,  daB  wenn  irgend  ein  Punkt  @  der 
Geraden  g  mit  dem  ver'anderlicbenPaar  konjugierter  Punkte  J  Jt 
verbunden  wird,  das  Strahlenpaar 

©E  I,     I  @Ei  I 
eine    Strableninvolution    besebreibt,    und    zwar    immer    eine 
byperboliscbe,  weil  die  beiden  Strahlen 
g       und     |@$| 
barmonisch  getrennt  werden  durcb  das  Strablenpaar 

|  ©j  |     und     |  @J,  |. 
Ein  solches  Strablenpaar  scbneidet  den  ®(2)  allemal  in  einem 
neuen  Paar  konjugierter  Punkte. 

6.  Diese  bekannten  Polareigenscbaften  aus  der  Theorie 
der  Kegelscbnitte  zeigen  uns  fiir  die  besondere  Kurve  dritten 
Grades,  welcbe  in  einen  Kegelscbnitt  und  eine  Gerade  aus- 
geartet  ist,  wie  dieselbe  aufgelost  wird  in  eine  unendlicbe 
Menge  von  Paaren  konjugierter  Punkte,  welcbe  verteilt 
liegen  teils  auf  dem  Kegelscbnitt,  teils  auf  der  Geraden; 
aus  irgend  zwei  Punktepaaren,  mogen  sie  der  einen  oder 
der  andern  Gruppe  angeboren,  £jL  und  t)t)l7  folgt  allemal 
durcb  kreuzweises  Verbinden  ein  drittes  Punktepaar 

(E9,  lM  =  h     fe&n  Eit))  =  Sn 
zwei    konjugierte  Punkte    auf   dem  Kegelschnitt  baben  alle- 
mal   die    Eigenscbaft,    daB    ihre    Tangenten    sich   in    einem 
Punkte  der  Geraden  scbneiden. 

Jeder  Punkt  sowohl  des  Kegelschnitts  wie  der  Geraden 
sendet  nacb  samtlicben  Paaren  konjugierter  Punkte  Strablen- 
paare,  welcbe  einer  und  derselben  ihm  zugeborigen  Strablen- 
involution angeboren. 

l* 


4  Theorie  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung. 

Da  durch  zwei  Strahlenpaare  eine  Strahleninvolution 
vollst'andig  bestinimt  ist,  so  erscheint  unsere  Kurve  dritter 
Ordnung  C(3>  =  [$(2>#]  als  der  Ort  solcher  Punkte  £  in 
der  Ebene,  welche  nach  drei  Punktepaaren,  die  unabhangig 
voneinander  gegeben  sind,  Strahlenpaare  einer  Involution 
senden.  (Wir  nennen  drei  Punktepaare  unabhangig  von- 
einander, die  nicht  die  drei  Paar  Gegeneeken  eines  voll- 
st'andigen  Vierseits  sind.) 

7.  Nehmen  wir  die  zu  zwei  konjugierten  Punkten  DDt 
zugehorigen  Strahleninvolutionen,  so  lassen  sich  dieselben 
in  Abhangigkeit  voneinander  setzen  dadurch,  daB  wir  immer 
zwei  solche  Strahlenpaare  der  beiden  Involutionen  einander 
entsprechen  lassen,  welche  nach  demselben  Paar  konjugierter 
Punkte  gj:1  hingehen.  Das  Gesetz  dieser  Abhangigkeit  tritt 
schon  hier  hervor  und  wird  spater  n'aher  untersucht  werden; 
die  Kurve  Cl3)  erscheint  dann  als  das  Erzeugnis  der  beiden 
Strahleninvolutionen. 

§  2.  Erzeugung  der  (7(3)  durch  Punktepaare. 

1.  Nach  der  vorigen  Betrachtung  bietet  sich  jetzt  die  all- 
gemeinere  Aufgabe  dar: 

Es  sind  drei  Punktepaare 

in  der  Ebene  beliebig  gegeben  (welche  nicht  die  drei 
Paar  Gegeneeken  eines  und  desselben  vollsfandigen 
Vierseits  sind);  es  soil  ein  Punkt  36  von  der  Beschaf- 
fenheit  gesucht  werden,  da6  die  drei  Strahlenpaare 

|3E*|  IXHJ,    |  3£ 33  |  1 3£ 93x  |,    |XS|  IXCJ 
einer    und    derselben  Strahleninvolution    angehoren. 
Punkte    von    der   verlangten  Beschaffenheit   lassen    sich   zu- 
nachst  in  groBer  Menge  errnitteln. 
Nimmt  man  den  Schnittpunkt 

so  besitzt  er  offenbar  die  geforderte  Eigenschaft,  denn  von 
ihm  aus  gehen  zwei  Strahlenpaare,  die  identisch  in  eines  zu- 
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samnienfallen,  nach  2t  und  2^,  nach  93  und  93^  das  Strahlen- 
paar  nach  ©  und  ©x  ist  also  ein  zweites,  welches  zur  Besthn- 
mung  der  Strahleninvolution  notwendig  und  hinreichend  ist. 
2.  In  gleicher  Weise  genugt  der  Schnittpunkt 

der  geforderten  Bedingung,  und  hierzu  treten  noch  die  vier 
Punkte : 

(«©,  2W,    («©!,  «X(E),    (8®!,  »,<£),    (8<£,  93^)- 
Nennen  wir  die  beiden  neuen  Punkte 

(«8,  ^©J  =  S>,    (219317  21,93)  =  2)1; 

so  sind  21 21,,  939317  2)^  die  drei  Paar  Gegenecken  eines 
vollstandigen  Vierseits;  sie  erscheinen  also  von  jedem 
Punkte  der  Ebene  aus  gesehen  unter  drei  Strahlenpaaren 
einer  Involution,  daher  wird  der  Schnittpunkt 

auch  der  geforderten  Bedingung  geniigen,  nach  2l2lx,  939317 
(£©x  Strahlenpaare  einer  Involution  zu  senden.  Aus  dem- 
selben  Grunde  genugt  auch  der  Schnittpunkt 

CD  «!,»»«}-■*! 

der  geforderten  Bedingung. 

Da  aber  &©0  S)^,  @@i  die  drei  Paar  Gegenecken 
eines  vollstandigen  Vierseits  sind,  nach  welchen  jeder  Punkt 
der  Ebene  Strahlenpaare  einer  Involution  sendet,  da  ferner 
auch  2l2ln  9393^  S)®!  die  drei  Paar  Gegenecken  eines  andern 
vollstandigen  Vierseits  sind,  so  muG  ein  solcher  besonderer 
Punkt,  welcher  nach  212(1;  93  93,,  (S©!  Strahlenpaare  einer 
Involution  sendet,  auch  nach  5)2)1  und  (£(£,  Strahlenpaare 
derselben  Involution  senden.  Wir  konnen  also  als  Bedingung 
fur  die  gesuchten  Punkte  der  Ebene  die  ursprungliche  For- 
derung  dahin  uniandern,  da8  wir  verlangen  Punkte  zu  er- 
mitteln,  welche  nach  212^,  $93x,  ©t^  oder  nach  21 21,,  £<£, 
@@t  oder  nach  2l2l1?  ®(£x,  ®2)x  oder  nach  9393x,  6C£, 
(£©,  u.  s.  f.  Strahlenpaare  einer  Involution  senden,  indem 
wir    immer    nur    solche    drei    Punktepaare    wahlen,    welche 
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nicht  die  drei  Paar  Gegenecken  eines  vollstandigen  Vierseits 
sind,    weil   fur  diese  die  Bedingung  von  selbst  erfiillt  wird. 

3.  Wir  konnen  hiernach  auch  die  Punktepaare 

(m,  Mi)-8fi  (»«i,  «.*)-* 

und 

(<E  8,  <£,«!> -@,     (<£«„  t^St)-®, 

bestimmen  und  erkennen,  da6  solche  Punkte  £  in  der  Ebene; 
welche  nach  5l3t1;  S395A,  ©(^  Strahlenpaare  einer  Involution 
senden,  auch  nach  £)®n  %%i,  ®®j  Strahlenpaare  derselben 
Involution  senden  miissen. 

Wir  konnen  also  an  Stelle  der  ursprunglichen  drei 
Punktepaare  3l3l17  S393n  GC^  drei  neue  Punktepaare  3)5D17 
tjf^fi,  ®®j  setzen;  ein  Punkt  36,  welcher  der  geforderten 
Bedingung  genugt,  nmB  auch  der  neuen  Forderung  der 
Aufgabe  geniigen. 

4.  Da6  die  ursprunglich  gegebenen  Punkte  2t2t1;  539517 
©(£x  selbst  der  Forderung  fur  den  Punkt  X  geniigen,  ist 
eo  ipso  klar;  denn  nehmen  wir  fur  3E  z.  B.  %,  so  bestimmen 
die  beiden  Strahlenpaare 

H93  |  und  |  «»!  |;     |  2tC£  |  und  |  2I(S, 
eine  Strahleninvolution,  in  welcher  dem  fiinften  Strahl  |  %%v  \ 
ein  bestimmter  sechster,  durch  %  gehender  Strahl  konjugiert 
ist;    also    gentigt  2(    der   geforderten  Bedingung  und  ebenso 
alle  ubrigen  gefundenen  Punkte. 

5.  Durch  diese  sich  endlos  fortsetzende  netzartige  Ope- 
ration* gelangen  wir  zu  immer  neuen  Punkten  und  Punkte- 
paaren,  welche  der  geforderten  Bedingung  geniigen  und  deren 
Anzahl  sich  unbegrenzt  vermehren  laBt.  Wir  konnen  dem- 
gem'aB  durch  bloBes  fortgesetztes  Ziehen  von  geraden 
Linien  in  unendlicher  Menge  diskret  gelegene  Punkte  X, 
des  gesuchten  Ortes  ermitteln  und  uns  schon  dadurch  ein 
Bild  machen  von  dem  Verlaufe  der  Punkte  3E.  Da  hierbei 
die  Punkte  immer  paarweise  auftreten,  £  und  3^,  so  wollen 
wir  jedes    solches  Paar   „konjugierte  Punkte"  des  Ortes 


*  Vergl.  A.  Clebsch:    „Uber  zwei  Erzeugungsarten   der  ebenen 
Kurven  dritter  Ordnung",  Math.  Annalen,   Bd.  V,   S.  422. 
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nennen,  wie  S)^,  @(S1;  ^j^,  @(^x  u.  s.  w.  (wir  werden  so- 
gleich  die  charakteristische  Eigenschaft  eines  Paares  kon- 
jugierter  Punkte  kennen  lernen).  Wir  sind  zu  dieser  Be- 
nennung  berechtigt,  weil  die  beiden  konjugierten  Punkte 
eines  Paares  untereinander  vertauschbar  sind  wegen  der 
Vertauschbarkeit  konjugierter  Strahlen  einer  Strahlen- 
involution. 

Wir  sehen  ferner  aus  dem  obigen  ProzeB,  daB  jeder 
Punkt  X  des  gesuchten  Ortes  die  Eigenschaft  besitzen  muB, 
nicht  bloB  nach  9f$l17  93  ^&1}  SS1;  sondern  nach  s'amtlichen 
Paaren  konjugierter  Punkte,  welche  durch  die  obige  Konstruk- 
tion  gefunden  werden,  Strahlenpaare  einer  und  derselben 
Strahleninvolution  zu  senden.  Wir  nennen  diese  Strahlen- 
involution  die  dem  Punkte  X  zugehorige  Strahlen- 
in volution,  welche  schon  durch  zwei  Strahlenpaare  be- 
stimmt  wird,  von  der  wir  aber  weitere  in  beliebiger  Menge 
herstellen  konnen. 

6.  Haben  wir  in  der  angegebenen  Weise  irgend  ein 
Paar  konjugierter  Punkte  des  Ortes 

X  und  $, 

erniittelt,  so  wird  die  zu  X  zugehorige  Strahleninvolution 
z.  B.  durch  die  Strahlenpaare 

|  $%  |  und  |  £8,  I;     [£g)|  und  |  $»!  | 

bestininit;   ziehen  wir  nun  den  fiinften  Strahl 

**i  I, 

so  muB  sein  konjugierter  Strahl  in  der  Strahleninvolution 
von  £  aus  durch  den  zu  Xt  konjugierten  Punkt  gehen; 
dieser  ist  aber  X  selbst,  also  wird  dieser  sechste  Involutions- 
strahl  |  3EX  |  die  Tangente  des  gesuchten  Ortes  in  dem 
Punkte  3t\ 

7.  Wir  sind  hiernach  ini  stande  in  jedem  Punkte  des 
gesuchten  Ortes  die  Tangente  zu  konstruieren,  indem  wir 
zu  funf  bekannten  Strablen  einer  Strahleninvolution  den 
sechsten  Involutionsstrahl  erniitteln,  was  bekanntlieh  in 
linearer  Weise  geschehen  kann. 
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Bezeiehnen  wir  die  Schnittpunkte 
(3E«„  3^8)-  a, 

(afc,     2193)  =  §,     (2lb,   95a)  =  £, 
(ob,   2l1931)  =  §1,    (^a,  93xb)  =  X, 
so    ist    |  363  |  =  £   die  Tangente   in  3c   und   |  HL^  \  =  tx   die 
Tangente   in  £17    denn    die    drei  Paar  Gegenecken  des   voll- 
standigen  Vierseits 

*B  !,    |  2t93  |,    !  a93  |,    |  ab  | 
werden   von  3£    aus    unter   einer  Strahleninvolution  gesehen, 
und    ebenso    werden    die    drei    Paar    Gegenecken    des   voll- 
st'andigen  Vierseits 

|  VI,    l«i»il,    I  6»i  I,    I  6a  I 
von  36x  aus  unter  einer  Strahleninvolution  gesehen. 

Nennen  wir  den  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  t 
und  tt  in  den  konjugierten  Punkten  £  und  2£,i 

so  erkennen  wir  sofort  die  charakteristische  Eigenschaft 
eines  Paares  konjugierter  Punkte.  Denn  zwischen  irgend 
fiinf  Punkten:  £  £  £  ^  93, 

gilt  immer  die  identische  Beziehung  unter  den  Doppel- 
verhaltnissen*: 

1)    XW&&Z] .  % [Si^^j] .  x [^s.aeaej  =  1. 

Ebenso  zwischen  den  fiinf  Punkten: 

dc  %  X  91  93 
die  identische  Beziehung 

2)        XC&SB^S] .  S,  [StSBSX] .  X[2Ca33£3£j  =  1. 

*  Der  Nachweis  fur  die  M  5  b  i  u  s  sche  Beziehung  (Barycentr. 
Kalkiil  S.  257)  kann  so  gefiihrt  werden: 

Sind  a,  b,  c,  b,  e  irgend  fiinf  Punkte  in  der  Ebene,  und  bezeichnet 
man  die  Schnittpunkte 

(be,  be)  =  a!,    (ca,  be)  =  h1,    {ab,  be)— q, 
so   gilt  fiir  die  fiinf  Punkte  der  Geraden  |  be  |  die  bekannte  Identitat 
zwischen  den  Doppelverhaltnissen 

(beb1c1).(bec1a1).(bea,bx)  =  i. 
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Wegen  der  beiden  den  Punkten  X,  und  &\  zugehorigen 
Strahleninvolutionen  haben  wir  aber: 

daher  ergiebt  sich  aus  den  Beziehungen  1)  und  2)  die  dritte: 

X  [51  23  3£  XJ  =  £  [51, 8,  X,  3Q , 
woraus  folgt,  daB  die  drei  Strahlenpaare 
\%fL\mA\%^-\,     \%fb\vnA\%%t\,    |  %$  I  und |  ££  | 
einer  Strahleninvolution    angehoren,    also  der  Punkt  2  dem 
gesuebten  Orte  angehoren  muS.     Wir  schlieBen  bieraus: 

Die  Tangenten  in  zwei  konjugierten  Punkten  des 
Ortes  haben  ibren  Scbnittpunkt  selbst  auf  dem  Orte. 

Dies  ist  die  ebarakteristiscbe  Eigenschaft  fur  zwei  kon- 
jugierte  Punkte  des  Ortes. 

8.  DaB  der  gesainte  Ort  aller  Punkte  X  von  der  verlangten 
Bescbaffenheit  eine  Kurve  dritter  Ordnung  C"31  sein  wird, 
gebt  scbon  daraus  hervor,  daB  wir  unzablig  viele  gerade 
Linien  finden  konnen,  deren  jede  drei  Punkte  des  Ortes 
entbalt.  Der  Nacbweis,  daB  auf  jeder  beliebigen  Geraden 
in  der  Ebene  im  allgemeinen  drei  Punkte  des  Ortes  ent- 
halten  sind,  wird  spater  geliefert. 

Zunacbst  konnen  wir  noch  auf  jeder  Verbindungslinie 
zweier  konjugierter  Punkte,  z.  B.  auf  |  %%t  noch  einen 
dritten  Punkt  des  Ortes  ermitteln;  denn  ware  ein  solcher 
irgendwo  auf  |  $5^  |  vorhanden,  so  miiBte  fur  die  ihm  zu- 
gehorige  Strahleninvolution  der  Strahl  |  5t  5tx  J  ein  Doppel- 
strahl  sein;  die  Involution  selbst  miiBte  also  eine  hyperbolische 
sein  und  die  beiden  Doppelstrahlen  miiBten  jedes  Paar  kon- 
jugierter   Strablen    harmonisch    trennen.      Ziehen    wir    also 


Projizieren  wir  nun  diese  drei  Doppelverhaltnisse,  das  erste  von  a, 
das  zweite  von  b,  das  dritte  von  c  aus,  so  erhalten  wir  die  Doppel- 
verhaltnisse der  drei  Strahlbuschel 

o  [bebc].  b  [beca] .  c  [beab]  =  l, 
wo  a[bebc]  das  Doppelverhaltnis  der  vier  Strahlen     ab|,     ae,     ob|, 
ac    bedeutet  u.  s.  w. 
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|  99©!  |  und  suehen  zu  dem  Schnittpunkt  (3UHJ;  838^)  den 
zugeordneten  vierten  harrnonischen  Punkt  rucksichtlich  des 
andern  Paares  953317  so  muGte  durch  diesen  vierten  har- 
monischen Punkt  der  zweite  Doppelstrahl  hindurchgehen. 
Machen  wir  dasselbe  mit  dem  Punktepaar  ©£,,  suchen  also 
zum  Schnittpunkt  (3(3^,  &&i)  den  zugeordneten  vierten 
harmonischen  Punkt  rucksichtlich  des  Paares  GGj,  so  miiBte 
auch  durch  diesen  der  zweite  Doppelstrahl  der  gesuchten 
hyperbolischen  Strahleninvolution  hindurchgehen.  Die  Ver- 
bindungslinie  der  beiden  gefundenen  vierten  harmonischen 
Punkte  trifft  also  |  3t  3lx  |  in  einem  Punkte  %l:  welcher  offen- 
bar  dem  Orte  angehort  und  der  gesuchte  dritte  Schnittpunkt 
der  Geraden  |  313^  |  mit  der  Ortskurve  ist. 

Wir  haben  zugleich  die  dem  Punkte  %L  zugehorige  hyper- 
bolische  Strahleninvolution  gefunden,  deren  einer  Doppelstrahl 
|  3l3lj  |  ist.  Auf  dem  andern  Doppelstrahl  mussen  daher  s'amt- 
liche  vierte  harmonische  Punkte  liegen,  die  in  gleicher  Weise 
fur  jedes  Paar  konjugierter  Punkte  XXX  konstruiert  werden, 
wie  vorhin  fur  93  33x  und  (S  ©r    Wir  erhalten  dadurch  den  Satz : 

Die  festgehaltene  Verbindungslinie  zweier  kon- 
jugierten  Punkte  |  ft 8^  |  wird  von  s'amtlichen  Ver- 
bindungslinien  |  363E|  |  eines  veranderlichen  Paares 
konjugierter  Punkte  in  Punkten  getroffen,  zu 
welchen  die  zugeordneten  vierten  harmonischen 
Punkte  rucksichtlich  des  Paares  X^  ermittelt 
werden;  diese  vierten  harmonischen  Punkte  liegen 
samtlich  auf  einer  geraden  Linie  I,  die  313^  |  in  dem 
dritten  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  |  %%l  \ 
mit  der  Ortskurve  trifft. 

9.  Ist  auf  diese  Weise  der  Punkt  Xx  gefunden,  so  er- 
halten wir  seinen  konjugierten  Punkt  %  dadurch,  daB  wir 
in    der  Strahleninvolution,    welche    durch    die  Strahlenpaare 

|  31$  |  und  |  31^  |,     |  «<S  |  und  |  31©,  | 

bestimmt  wird,  den  konjugierten  Strahl  zu  |  St^  j  =  |  31 3^  | 
ermitteln,  d.  h.  die  Tangente  in  31  oder  |  31  £  |;  zweitens 
wird  in  der  durch  die  beiden  Strahlenpaare 
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1^23  |  mid  |  ^B,  I,     |  3C.CS  |  und  |  S&  | 

bestinimten  Strahleninvolution  der  konjugierte  Strahl  zu 
|  S^X,  |  =  |  %%  |  ermittelt,  d.  h.  die  Tangente  in  «,  oder 
|  %%  |;  der  Schnittpunkt  %  der  beiden  Strahlen  \%%\  und 
|  STjS  |  ist  der  gesuchte  konjugierte  Punkt  zu  %v 

Wir  finden  also  das  vorige  Kesultat  (7.)  wieder  und 
erganzen  es: 

Der  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  in  zwei 
konjugierten  Punkten  des  Ortes  liegt  selbst  auf 
dem  Orte  und  ist  der  konjugierte  Punkt  zu  dem 
dritten  Schnittpunkt,  in  welchem  die  Verbindungs- 
liuie  der  beiden  konjugierten  Punkte  der  Ortskurve 
noch  begegnet. 

Diesem  dritten  Schnittpunkte  gehort  allemal  eine  hyper- 
boliscbe  Strahleninvolution  zu,  deren  einer  Doppelstrahl  \%%l  | 
ist,  wiihrend  der  andere  Doppelstrahl  I  alle  jene  oben  kon- 
struierten  vierten  harmonischen  Punkte  enthalt  (8). 

§  3.  Erzeugung  der  C{ ■•'  durch  zwei  Strahleninvolutionen 
in  projektiver  Beziehung  und  halbperspektiver  Lage. 

1.  Wir  baben  bis  jetzt  Punkte  und  Punktepaare  der 
Kurve  C(3)  in  beliebig  groBer  Menge  ermittelt,  aber  jedes 
neugefundene  Punktepaar  liegt  infolge  des  angewendeten 
Prozesses  getrennt  von  den  friiheren  Paaren;  wir  erhalten 
daher  immer  nur  diskret  liegende  Punkte  der  Ortskurve, 
in  denen  wir  auch  die  Tangenten  konstruieren  konnen;  es 
fehlt  uns  aber  noch  eine  Konstruktion,  welche  den  kontinuier- 
lichen  Verlauf  der  Punkte  der  Ortskurve  C(;!)  zu  veranscbau- 
lichen  vermag.     Hierzu  fiihrt  uns  folgende  Betracbtung: 

Schneiden  sich  die  Verbindungslinien  der  beiden  Paare 
konjugierter  Punkte  2t$[,  und  3E3E,  in  dem  Punkte 

und  sei  J,  der  zu  J  zugeordnete  vierte  barmoniscbe  Punkt 
rucksichtlich    des    Paares  3E3£j,    also    der  Wert    des    Doppel- 

verbaltnisses 
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(XXX  eeO 1, 

so  1'auft,  wie  wir  wissen  (§  2,  8),  bei  Veranderung  des 
Paares  XXX  der  Punkt  J,  auf  einer  Geraden  Z  und  beschreibt 
eine  gerade  Punktreihe;  die  beiden  Strahlen 

|  St£l  J     und     |  IU  | 
bescbreiben    also    zwei    perspektiv    liegende    Strahlbuschel, 
wahrend  die  Strablenpaare 

I  «x  |,  |  six,  |  und  |  s^x  |,  i  ^s,  i 

die  beiden  den  Punkten  3(  und  SI,  zugehorigen  Strahlen- 
involutionen  bescbreiben. 

Die  von  dem  Strahlenpaare  |  SIX  |,  |  SlXj  |  .bescbriebene 
Strableninvolution  steht  aber  in  engem  Zusammenbange  mit 
dem  von  dem  einfacben  Strahl  |  31  £,  |  bescbriebenen  Strahl- 
biischel,  nainlich  |  Sl^  |  ist  allemal  der  zu  |  5121,  £  |  zugeordnete 
vierte  barmoniscbe  Strabl  rucksicbtlicb  des  Strablenpaares 
|  SIX  [,  |  S^  |.  Zu  jedem  Strablenpaar  der  Strableninvolution 
gehort  ein  einziger  bestimmter  Strabl  des  Strablbuscbels ; 
aber  auch  umgekebrt  zu  jedem  Strabl  des  Strablbuscbels 
ein  einziges  bestimmtes  Strablenpaar  der  Strableninvolution; 
um  dies  zu  finden;  bediirfen  wir  nur  der  bekannten  Aufgabe: 
„Fiir  zwei  konzentriscb  liegende  Strableninvolutionen  (deren 
eine  byperboliscb  ist)  das  gemeinscbaftlicbe  Strablenpaar  zu 
finden"  (Th.  d.  K.  S.  58). 

Diese  Abhangigkeit  der  beiden  Gebilde  (der  Strablen- 
involution und  des  Strablbuscbels)  tritt  nocb  deutlicber  her- 
vor  durcb  folgende  Hilfskonstruktion: 

Denken  wir  uns  durcb  31  einen  Kegelscbnitt  gelegt, 
welcber  die  Tangente  |  21  %  |  in  Si  beriihrt,  so  durcbbobrt  jedes 
Strahlenpaar  |  SIX  |,  |  3tXx  |  der  Strableninvolution  den  Kegel- 
scbnitt in  dem  Punktepaar  tyt)1;  und  die  Durcbbobrungssebne 
I  t)^i  |  lauft  durcb  einen  festen  Punkt  ?$,  durcb  welchen 
auch  der  Strabl  |  %%t  |  hindurchgeht,  weil  |  SIX  |  und  |  3131,  | 
ein  Strablenpaar  der  Involution  bilden.  Ist  p  die  Polare 
von  $P  in  Bezug  auf  den  Hilfskegelscbnitt  und  sclmeidet 
|  tytjj  dieselbe  in  J,  so  sind  tjt),^  vier  barmoniscbe  Punkte, 
folglich  |  Sit)  |,  |  Sit),  |,  |  S($  |,  |  3(5  |  vier  harmoniscbe  Strahlen, 
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also  auch  |  913U,  |  91^  |,  |  9t9tt  |,  |  91$  |  solche,  mithin  gelit 
|  %l  |  durch  jr  Das  von  |  l)t}:  |  beschriebene  Strablbiischel  (^5) 
liegt  mit  dem  von  |  91^  |  beschriebenen  Strahlbiischel  per- 
spektiv  (der  perspektive  Durchschnitt  ist  p),  und  nun  liefert 
jeder  Punkt  §  der  Geraden  p  entsprechende  Elemente  der 
beiden  Gebilde,  namlich  den  Strahl  |  9tg  |  =  |  91  J,  |  des  Strahl- 
btischels  und  das  Strahlenpaar  |  9ft)  |,  |  9tt)t  |  oder  was  das- 
selbe  ist  |  9126  |,  |  90£x  |  der  Strahl  eninvolution. 

Wir  reduzieren  durch  diese  Hilfskonstruktion  die  Strahlen- 
involution [91]  auf  ein  einf aches  Strahlbiischel  ($P),  welches 
irnmer  mit  dem  von  |  91  £t  |  beschriebenen  Strahlbiischel  pro- 
jektiv  ist,  wie  wir  auch  den  Hilfskegelschnitt  wahlen  mogen. 
Wir  nennen  demgemaB  auch  zwei  Strahleninvolutionen  pro- 
jektiv, wenn  die  Strahlbiischel,  auf  welche  sie  reduziert 
werden  konnen,  projektiv  sind. 

Nehmen  wir  daher  die  beiden  den  Punkten  9(  und  9tx 
zugehorigen  Strahleninvolutionen,  so  sind  die  Reduktions- 
biischel  derselben  mit  den  von  |  9t  &  j  und  j  9lj  g,  |  beschriebenen 
Strahlbiischeln  projektiv,  und  da  diese  perspektiv  liegen,  weil 
r^  auf  der  Geraden  I  sich  bewegt,  so  sind  die  beiden  Strahlen- 
involutionen [91]  und  [9tJ  selbst  projektiv. 

Durch  diese  projektive  Beziehung  der  beiden  Strahlen- 
involutionen wird  jedem  Strahlenpaar  der  einen  ein  einziges 
bestimmtes  Strahlenpaar  der  andern  zugeordnet,  und  solche 
entsprechende  Strahlenpaare  schneiden  sich  nicht  bio  6  in 
dem  einen  Punktepaar  XXj,  sondern  gleichzeitig  noch  in 
einem  zweiten  Punktepaar  ^^)17  welche  beide  als  konjugierte 
Punkte  dem  Orte  angehoren.  DaG  das  zweite  Punktepaar  tytyi 
auch  ein  Paar  konjugierter  Punkte  der  Ortskurve  ist,  folgt 
aus  der  Vierseitskonstruktion  (§  2). 

2.  Die  beiden  projektiven  Strahleninvolutionen  [91]  und 
[91J  befinden  sich  in  der  eigentiimlichen  Lage,  da6  dem 
Strahlenpaar  (  ^  (     ^     {  ^  ] 

das  Strahlenpaar      (  %%  {     ^     |W| 

entspricht,  weil  die  beiden  perspektiven  Strahlbiischel  |  91^  | 
und  |  91^!  |  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  zwei 
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entsprecbende  Strahlen  vereinigt  haben.  Es  fallen  also  in  die 
Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  beider  projektiven  Strablen- 
involntionen  von  zwei  entsprecbenden  Strahlenpaaren  je  ein 
Strabl  zusammen;  wir  bezeicbnen  demgemaB  diese  Lage  als 
balbperspektive  Lage  der  beiden  projektiven 
Strableninvolutionen  und  konnen  nunmebr  die  Orts- 
kurve  (7(3)  auffassen  als  Erzeugnis  zweier  projektiven  Strablen- 
involutionen in  balbperspektiver  Lage,  indem  inimer  die 
Durchscbnittspunkte  entsprechender  Strahlenpaare  zwei 
Punktepaare  der  Ortskurve  Cis'  liefern.* 

Die  Cm  wird  biernacb  in  kontinuierlicber  Weise  erzeugt, 
indem  wir  ein  Strablenpaar  kontinuierlicb  die  eine  Strablen- 
involution  durcblaufen  lassen,  wodurcb  audi  das  entsprecbende 
Strablenpaar  kontinuierlicb  die  andere  durcblauft.  Die  oben 
ausgefiibrte  Hilfskonstruktion  vermittelst  eines  Kegelschnitts, 
der  in  21  und  21,  die  beiden  Geraden  \%%\  und  |  %x%  |  be- 
rfihrt,  giebt  uns  ein  bequemes  Mittel  an  die  Hand,  indem 
wir  den  veranderlicben  Punkt  £  die  Gerade  I  kontinuierlicb 
durchlaufen  lassen,  entsprecbende  Strahlenpaare  in  beliebiger 
Menge  herzustellen  und  dadurcb  die  ganze  Kurve  C(3'  in 
ibrem  Verlaufe  zu  konstruieren. 

3.  Zu  dieser  Erzeugung  der  Ci3>  durcb  zwei  projektive 
Strableninvolutionen  in  balbperspektiver  Lage  gelangen  wir 
aucb  auf  folgende  Weise: 

Geben  wir  von  den  drei  Paaren  konjugierter  Punkte 
2191,,     »»„     C^ 
aus,    so    konnen    wir    ein    vollstandiges  Vierseit    bilden   aus 
den  vier  Geraden 

|®<£|,    ISGJ,    |M|,    18,6,1 
und  die  ganze  Schar  von  Kegelschnitten,    welche  diese  vier 
Geraden  zu  gemeinschaftlichen  Tangenten  baben.     Alle  Tan- 
gentenpaare    aus    einem  festen  Punkte  an  die  Kegelscbnitte 
einer  Scbar   bilden  bekanntlicb  eine  Strableninvolution,    der 


*  Vergl.  des  Verfassers  Abhandlung:  „Uber  eine  besondere  Kurve 
dritter  Ordnung  und  eine  einfache  Erzeugungsart  der  allgemeinen  Kurve 
dritter  Ordnung".     Math.  Annalen,  Bd.  V,  S.  50flg. 
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insbesondere  auch  die  drei  Strahlenpaare  angehoren,  welche 
von  dem  festen  Punkte  nach  den  drei  Paar  Gegenecken  des 
vollstiindigen  Vierseits  hingehen  (von  denen  93  93t  und  (£(SX 
zwei  Paare  sind).  1st  nun  ®(2)  ein  beliebiger  Kegelschnitt 
der  Schar,  so  wird  das  Tangentenpaar  aus  51  an  denselben 
der  Strahleninvolution  angehoren,  welche  durch  die  Strahlen- 

paare  |  2(93  |  und  |  5(93,  |,  |  W  |  und  |  «<£,  | 
bestimnit  wird,  und  das  Gleiche  gilt  von  dem  Tangenten- 
paar, welches  aus  2^  an  den  Kegelschnitt  W2>  geht.  Durch 
Veranderung  desselben  in  der  Kegelschnittschar  erhalten 
wir  also  in  %  und  S(1  zwei  Strahleninvolutionen,  die  in  der 
Abhangigkeit  voneinander  stehen,  da6  immer  entsprechende 
Strahlenpaare  Tangentenpaare  aus  2(  und  3(:  an  denselben 
Kegelschnitt  ®<2)  der  Schar  sind. 

4.  Unter  den  Kegelschnitten  der  Schar  giebt  es  einen 
und  nur  einen  einzigen,  welcher  die  fiinfte  Gerade  1 5(3^1 
beriihrt;  von  den  beiden  Tangentenpaaren,  welche  aus  %  und 
$IX  an  diesen  besonderen  Kegelschnitt  der  Schar  gehen,  fallen 
zwei  Strahlen  in  |  %%i  |  zusammen.  Die  Strahleninvolutionen 
[5(]  und  [5(J  befinden  sich  also  in  halbperspektiver  Lage. 
Die  beiden  Strahleninvolutionen  [%]  und  [2(J  befinden  sich 
aber  auch  in  projektiver  Beziehung;  denn  bezeichnen  wir 
die  Gerade  |  aStt  |  =  a, 

so  liegen  bekanntlich  die  Pole  der  Geraden  a  in  Bezug  auf 
samtliche  Kegelschnitte  der  Schar  auf  einer  Geraden  ax  und 
bilden  eine  gerade  Punktreihe  r^,  welche  zu  den  Kegelschnitten 
der  Schar  in  projektiver  Abhangigkeit  steht.  1st  also  £x  der 
Pol  von  a  in  Bezug  auf  ®(-\  so  liegt  g,  auf  at  und  das  Tan- 
gentenpaar aus  3(  an  $(2)  wird  harmonisch  getrennt  durch 
das  Stahlenpaar  |  ««,  |  =  a  und  |  *&  |.  Durchlauft  8»  die 
Kegelschnittschar,  so  durchlauft  £,  die  gerade  Punktreihe 
auf  ox,  und  |  5(j,  |  beschreibt  ein  einfaches  Strahlbiischel, 
welches  projektiv  ist  niit  der  Strahleninvolution,  die  von 
den  Tangentenpaaren  aus  %  an  die  Kegelschnitte  der  Schar 
gebildet  wird  (3.).  Das  Gleiche  gilt  von  der  Strahlen- 
involution fiir  3(M  und  da  die  beiden  von 
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beschriebenen  Strahlbiischel  perspektiv  liegen,  so  stehen 
auch  die  beiden  Involutionen  [21]  und  [21J  in  projektiver 
Beziehung.   t 

Das    Erzeugnis    dieser    beiden    Strableninvolutionen  [2t] 
und    [2IJ    in    projektiver   Beziebung    und    balbperspektiver 
Lage  ist  nun  in  der  That  unsere  Kurve  (7(3);  denn  sei 
das  Tangentenpaar  aus  21  an  ®'2):   t  und  t\ 
„    21,  „    ®C*>:   t,  und  t\ 

und  bezeicbnen  wir  die  Schnittpunkte 

so  gehen  aus  3t'  zwei  Strablen  £  und  ^  nacb  2(  und  21,, 
die  der  Strableninvolution  angehoren,  welcbe  durcb  die 
Strahlenpaare 

|  3eS  |  und  |  3£93x  |,     |  X©  |  und  |  X©!  | 
bestimmt  wird;  es  genxigt  also  X  den  Forderungen  der  Auf- 
gabe  (§  27 1.)  und  ebenso  3^,  £)  und  2),;  diese  Punkte  gehoren 
also  dem  gesuchten  Orte  C(3)  an. 

Die  Gerade  a,  ist  nichts  anderes  als  die  von  uns  friiher 
niit  I  bezeichnete  Gerade  (§  2,  8.),  welcbe  die  projektive 
Beziehung  der  beiden  Strahleninvolutionen  [21]  und  [2IJ 
vermittelt. 

Wir  konnen  also  folgenden  Satz  aussprecben: 

Wenn  man  eine  Kegelschnittschar  von  vier  ge- 
meinschaftlichen  Tangenten  |  S8&  |,  |  SB ©1 1,  |  23^  |,  |  23,(1,  \ 
hat,  und  man  legt  von  zwei  festen  Punkten  (2(  und 
21,)  jedesmal  die  Tangentenpaare  an  einen  und  den- 
selben  Kegelschnitt  der  Schar,  so  durcbscbneiden 
sich  dieselben  in  zwei  Punktepaaren,  deren  gesamter 
Ort  fur  alle  Kegelscbnitte  der  Schar   eine  C(3)  ist. 

Was  hier  fur  die  beiden  Mittelpunkte  2121,  der  er- 
zeugenden  Strableninvolutionen  nacbgewiesen  ist;  gilt  in 
gleicher  Weise  fur  irgend  ein  Paar  konjugierter  Punkte. 
Es  kann  also  dieselbe  Kurve  C(3'  in  der  mannigfachsten 
Weise    erzeugt    werden,    indem    man   immer   nur    ein    Paar 
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konjugierter  Punkte  als  Mittelpunkte  erzeugender  Strahlen- 
involutionen wahlt  und  dieselben  lierstellt.  Dies  entspricht 
der  Erzeugung  des  Kegelschnitts  durch  zwei  projektive  Strahl- 
biischel,  deren  Mittelpunkte  man  beliebig  auf  dem  Kegelschnitt 
wahlen  kann.  Hier  ist  die  Wahl  der  Mittelpunkte  dadurch 
beschrankt,  daB  ihre  beiden  Tangenten  sich  in  einem  Punkte 
der  Kurve  selbst  schneiden  mttssen. 

5.  Was  wir  bisher  fur  einzelne  Punkte  und  Punktepaare 
misers  Ortes  erkannt  haben;  gilt  jetzt  fur  jeden  beliebigenPunkt. 
Denn  sei  X  ein  beliebiger  Punkt  des  Ortes,  welcher  also  dieEigen- 
schaft  besitzt,  nach  s2t$1;  9393x,  &&t  drei  Strahlenpaare  einer 
Involution  zu  senden,  dann  giebt  es  nur  einen  einzigen  be- 
stimmten  Kegelschnitt  ffl2),  der  die  fiinf  Tangenten  hat 

I  mi,  isbgj,  i^ttj,  i  ©a |,  |  ax  |, 

und  dieser  Kegelschnitt  ftw  muG  auch  die  Gerade  |  %tdc  \ 
beriihren,  wegen  der  involutorischen  Eigenschaft  von  di. 
Aus  St  und  %t  gehen  aber  an  ®(2)  noch  zwei  andere  Tan- 
genten auBer  |  %T£  |  und  j  5CX 3£  j ;  jene  beiden  schneiden  sich 
in  #!,  eiuem  neuen  Punkte  der  Ortskurve,  und  das  Punktepaar 

BE  und  3k\ 
ist  ein  Paar  konjugierter  Punkte  der  C(3)  in  dem  friiheren 
Sinne  und  mit  der  charakteristischen  Eigenschaft,  da6  nun- 
mehr  ein  beliebiger  Punkt  ^  der  C(3)  nach  3E  und  3£x  ein 
Paar  konjugierter  Strahlen  derjenigen  Strahleninvolution 
senden  wird,  unter  welcher  die  drei  gegebenen  Punktepaare 
%%,  3333,,  6^  erscheinen. 

In  der  That,  der  Kegelschnitt  &*,  welcher  durch  die 
funf  Tangenten  |  93G  |,  |  93G,  |,  |  93t(5  |,  |  93,  (^  [,  |  St3£  |  be- 
stimmt  wird,  beriihrt  auch  |  %VX  |,  |  2(36,  J,  1  S^X,  |,  hat  also 
acht  Tangenten.  Wenn  ^S  ein  beliebiger  Punkt  der  (7(3)  ist, 
so  sendet  er  nach  %%i}  93 93, ,  (£(£,  drei  Strahlenpaare  einer 
Involution,  welche  schon  durch  zwei  Strahlenpaare  bestimmt 
wird.  Dieser  Involution  muB  das  Tangentenpaar  aus  ^5  an 
&l2)  angehoren,  also  wird  die  Strahleninvolution  [ty]  durch 
dies  Tangentenpaar  und  das  Strahlenpaar  |  ^i  |,  |  ^S(J 
bestimmt;  folglich  muB  ihr  auch  das  Strahlenpaar 
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If* I*  tfai'l 

angehoren,  denn  dasselbe  gehort  einer  Involution  an,  die 
von  alien  Tangentenpaaren  an  die  Kegelschnitte  einer  Scnar 
gebildet  wird,  welche  die  vier  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten  hat 

|«3E|,    |«3U,    l«iS|,    |«13El|; 
zu  diesen  Kegelschnitten  gehort  aber  ®C2>.    Ebenso  ist  auch 

(«x,  •«!%)- s  und  to,  *i£)-D, 

ein  Paar  konjugierter  Punkte  der  C^. 

Wir  haben  hierdurch  eine  Bedingung  zwischen  vier 
(beliebigen)  Paaren  konjugierter  Punkte  gefunden,  die  sich 
t'olgenderinaGen  aussprechen  lafit: 

Hat  man  irgend  vier  Paare  konjugierter  Punkte 
einer  C(3)  ermittelt 

««„        »»„        g^j,        3)®! 

und  zieht  die  Verbindungslinien 

I  <sa>  i,   |  ©^  |,   |  e,®  |,   I  ©^  i, 

so  beriihren  diese  acht  Geraden  einen  und  denselben 
Kegelschnitt  ®»>. 

6.  Wir  haben  gesehen,  daB  es  auf  C(3)  zu  jedeni  Punkte  & 
einen  einzigen  bestimmten  konjugierten  Punkt  3t\  giebt,  wie 
derselbe  gefunden  wird,  und  daB  irgend  ein  Punkt  ^5  der 
C(3)  mit  36  und  3£x  verbunden  zwei  Strahlen  liefert,  welche 
der  G1(3)  in  einem  neuen  Paare  konjugierter  Punkte  3)  und 
f)i  begegnen. 

Man  kann  also  durch  Festhalten  eines  Paares  kon- 
jugierter Punkte  3£3EX  und  durch  Veranderung  des  Punktes  ty 
auf  (7(3)  siimtliche  Paare  konjugierter  Punkte  in  kontinuier- 
licher  Weise  erhalten.  Schneidet  |  $$3c  |  die  Cm  zum  dritten 
Mai  in  $  und  |  ^3t\  |  in  %,  so  ist 

&%i  3E,B)-1ft 

der  konjugierte  Punkt  zu 
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Wenn  wir  von  dem  vollstandigen  Vierseit,  dessen  drei 
Paar  Gegenecken  £3^,  3)3)u  tytyi  sind,  das  Paar  X^  fest- 
halten,  den  willkiirlichen  Punkt  ^3  der  C(3)  aber  so  ver- 
andern,  dati  er  in  den  dritten  Schnittpunkt  der  Verbindungs- 
linie  |  363^  |  mit  der  C(3)  hineinruckt,  dann  wird  |)  nach  dct 
und  tyt  nach  3E  gelangen,  also  werden  j  ^)  36t  |  nnd  |  ^X  | 
die  Tangenten  der  G,(3)  in  den  beiden  konjugierten  Punkten  X 
und  Xj  werden,  folglich  wird  der  Punkt  ^  der  Schnittpunkt 
dieser  beiden  Tangenten  und  wir  finden  jetzt  allgemein  be- 
statigt  den  friiheren  Satz  (§  2,  9): 

Die  beiden  Tangenten  in  zwei  konjugierten 
Punkten  der  C(n)  schneiden  sich  allemal  in  einem 
neuen  Punkte  derselben  und  der  konjugierte  Punkt 
zu  letzterem  ist  der  dritte  Schnittpunkt  der  (?(3)  mit 
der  Verbindungslinie  der  beiden  ersten  konjugierten 
Punkte. 

Die  Strahlenin volution,  welche  diesem  dritten  Schnitt- 
punkte  angehort,  ist  allemal  eine  hyperbolische,  weil  ein 
Doppelstrahl  derselben  die  Verbindungslinie  der  beiden  an- 
fanglichen  konjugierten  Punkte  ist. 

§  4.  Nachweis  dafur,  dafs  eine  beliebige  Gerade  der  (7(3> 
im  allgemeinen  in  drei  Punkten  begegnet. 

1.  Die  Erzeugung  der  C(3)  durch  zwei  Strahleninvolutionen 
in  projektiver  Beziehung  und  halbperspektiver  Lage  liefert 
uns  nun  auch  den  allgemeinen  Nachweis  dafur,  da6  eine 
beliebige  Gerade  g  der  C(3)  im  allgemeinen  in  drei  Punkten 
begegnet. 

Ist  g  eine  beliebige  Gerade  in  der  Ebene,  und  treffen 
die  beiden  erzeugenden  Strahleninvolutionen  [51]  und  [5tJ 
die  Gerade  g  in  den  Punktinvolutionen,    deren  Punktepaare 

£  und  £,,     l)  und  t)t 

seien,  so  haben  wir  auf  g  zwei  incidente  Punktinvolutionen 
in  projektiver  Abhangigkeit;  die  Punktepaare  jr^  und  t)t)t 
entsprechen  einander  eindeutig,  ebenso  wie  die  Strahlenpaare 
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der  erzeugenden  Strahleninvolutionen,  mit  denen  sie  perspek- 
tiv  liegen,  und  es  wird  auf  die  Frage  ankommen: 

Wie  oft  ereignet  es  sich,  daB  ein  Punkt  des 
einen  Paares  jjx  mit  einemPunkte  des  entsprechenden 
Paares  t)^  zusammenfallt? 

So  oft  dies  eintritt,  wird  offenbar  ein  Schnittpunkt  ent- 
sprechender  Strahlen  auf  g  liegen,  d.  h.  ein  Punkt  der  Orts- 
kurve  sein. 

Von  vornherein  ist  ersichtlich,  da6  dies  einmal  eintritt; 
da  namlich  dem  Strahlenpaar 

|  SIX  I,     I  %%  I     das  Strahlenpaar     |  %,%  |,     |  %%  \ 

entspriclit  (§  3,  2),  so  trifft  der  Strahl  |  SIS^  |  die  Gerade  g  in 
einem  Punkte  0,  welcher  zwei  entsprechende  Punkte  aus  den 
beiden  Punktinvolutionen  vereinigt.  Dieser  Punkt  0  fallt  also 
als  nicht  dem  Orte  C^  angehorig  selbstverst'andlich  heraus.  Die 
iibrigen  zusammenfallenden  Punkte  lassen  sich  aber  so  ermitteln: 

2.  Jede  der  beiden  auf  g  befindlicben  Punktinvolutionen 
1'aBt  sich  auf  eine  einfache  gerade  Punktreihe  reduzieren 
durch  ein  Verfahren,  welches  dual  gegemibersteht  dem  in 
§  3,  l  angewendeten  zur  Reduktion  einer  Strahleninvolution 
auf  ein  einf aches  Strahlbiischel. 

Nehmen  wir  namlich  einen  beliebigen  die  Gerade  g  im 
Punkte  0  beriihrenden  Kegelschnitt  ®(2)  und  legen  aus  jedem 
Punktepaar  jjj  an  denselben  die  beiden  noch  iibrigen  Tan- 
genten,  welche  sich  in  p  schneiden,  so  wird  bei  der  Ver- 
anderung  von  jjt  der  Ort  von  p  eine  gerade  Linie  7,  auf 
welcher  p  eine  gerade  Punktreihe  durchlauft  (Th.  d.  K. 
S.  152).  Diese  gerade  Punktreihe  ist  projektiv  mit  dem 
von  den  Polaren  ihrer  Punkte  gebildeten  Strahlbiischel, 
also  auch  mit  der  von  dem  vierten  harmonischen  Punkte 
zu  o  und  jjj  beschri ebenen  Punktreihe,  welche  perspek- 
tiv  liegt  mit  dem  von  dem  vierten  harmonischen  Strahl 
zu  I  515^  I  und  I  SIX  I,  I  SIXjl  I  beschriebenen  Strahlbiischel. 
Das  Strahlenpaar  |  SIX  |  und  |  21 S^  |  liefert  auf  g  das  Punkte- 
paar ox  und  0;  die  iibrigen  Tangenten  aus  0  und  ox  miissen 
sich  auf  I  schneiden,  folglich  mu6 
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Oi  =  (^) 
sein,  der  Schnittpunkt  von  I  und  g. 

Wir  haben  dadurch  die  erste  Punktinvolution  [jjj  auf 
die  gerade  Punktreihe  p  (auf  T)  reduziert;  in  gleicher  Weise 
reduzieren  wir  mittels  desselben  Hilfskegelschnitts  $(2)  die 
zweite  Punktinvolution  [t)t) J  auf  eine  gerade  Punktreihe  [pj, 
deren  Trager  eine  bestimmte  Gerade  2,  ist.  Trifft  das  Strahlen- 
paar  |  StjS  |  und  |  ^51  |  die  g  in  o^  und  o,  so  wird 

sein.  Die  beiden  von  p  und  px  auf  den  Tragern  I  und  lt 
durchlaufenen  geraden  Punktreihen  sind  aber  prqjektiv,  weil 
die  Punktinvolutionen  [jjcj  und  [tjtjj  projektiv  sind  (§  3,  l), 
und  ein  besonderes  Paar  entsprechender  Punkte  dieser  beiden 
projektiven  geraden  Punktreihen  werden  die  Punkte  ot  o\  sein. 
Die  Verbindungslinie  je  zwei  entsprechender  Punkte  |  p  pA  | 
niuB  daher  einen  Kegelschnitt  K^  umhullen,  und  da  auch 
I  °i  °'i  I  ~  9  eme  Tangente  desselben  ist ,  so  haben  die  beiden 
Kegelschnitte  ^(2)  und  R(2) 

bereits  eine  gemeinschaftliche  Tangente,  mithin  im  all- 
gemeinen  noch  drei  andere,  von  denen  mindestens  eine  reell 
sein  mu6,  die  beiden  ubrigen  auch  konjugiert-imaginar  sein 
konnen. 

Diese  drei  ubrigen  gemeinschaftlichen  Tangenten  der 
Kegelschnitte  $t2)  und  K{2)  liefern  nun  die  Losungen  der 
Aufgabe,  denn  sobald  von  dem  Tangentenpaar  aus  p  an  ®(2) 
und  von  dem  Tangentenpaar  aus  px  an  ®(2)  zwei  Tangenten 
zusammenfallen  in  |  ppx  |,  muB  diese  Gerade  der  g  in  einem 
Punkte  begegnen,  in  welchem  ein  Punkt  des  Paares  gg1 
mit  einem  Punkte  des  entsprechenden  Paares  tjt^  zusammen- 
fiillt.     Wir  schlieBen  also  das  Resultat: 

Eine  beliebige  Gerade  g  enthalt  im  allgemeinen 
drei  Punkte  des  Ortes  C(3),  von  denen  notwendig 
einer  reell  sein  muB,  die  beiden  andern  auch  kon- 
jugiert-imaginar sein  konnen. 

3.  Wir  haben  hiermit  zugleich  eine  allgemeinere  funda- 
mental Aufgabe    gelost,    deren   Hervorhebung   nutzlich    er- 
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scheint.  Die  Kegelschnitte  $(2)  und  K(2)  haben  n'amlich  im 
allgemeinen  vier  gemeinschaftliche  Tangenten;  und  nur  in- 
folge  der  besonderen  halbperspektiven  Lage  der  erzeugenden 
Strahleninvolutionen  tritt  der  Umstand  ein,  daB  eine  der- 
selben  als  illusorisch  fiir  die  vorliegende  Frage  herausfallt. 
Wenn  wir  also  die  Bedingung  der  halb-perspektiven  Lage 
fortlassen,  werden  wir  sagen  mussen: 

Bei  zwei  PunktinTolutionen  [jjj  und  [t)tjj  auf 
demselben  Trager  g,  in  projektiver  Abhiingigkeit 
komrat  es  im  allgemeinen  viermal  vor,  daB  ein  Punkt 
des  einen  Paares  ££t  mit  einem  Punkte  des  ent* 
sprechenden  Paares  tyt^  zusammenfallt. 

Lassen  wir  also  fiir  die  beiden  erzeugenden  projektiven 
Strahleninvolutionen  [21]  und  [21J  die  Bedingung  der  halb- 
perspektiven Lage  fallen,  so  wird  das  Erzeugnis  eine  Kurve 
vierten  Grades,  weil  jede  Gerade  g  im  allgemeinen  vier 
Punkte  des  Ortes  enthalt  (es  ist  leicht  zu  sehen,  daB  % 
und  9^  zwei  Doppelpunkte  derselben  sein  mussen),  und  nur 
fiir  die  halb-perspektive  Lage  fallt  die  Gerade  |  3t  5tA  |  als 
ein  Teil  dieser  Kurve  C(i)  heraus,  sodaB  nur  eine  C(3)  iibrig 
bleibt.  Nehmen  wir  auf  demselben  Trager  g  eine  Punkt- 
involution  und  eine  einfache  Punktreihe  in  projektiver  Be- 
ziehung  und  reduzieren,  wie  oben,  die  Punktinvolution  [££,] 
mittels  des  Hilfskegelschnitts  $(2)  auf  eine  einfache  gerade 
Punktreihe  [p]  auf  dem  Trager  7,  welche  mit  der  auf  g  ge- 
gebenen  Punktreihe  [t)J  projektiv  sein  wird,  so  erzeugen  auch 
die  projektiven  Punktreihen  /  [))]  und  g  [t)j  einen  Kegel - 
schnitt  K{-\  der  mit  $(2)  die  gemeinschaftliche  Tangente  g 
hat;  die  iibrigen  drei  gemeinschaftlichen  Tangenten  beider 
Kegelschnitte  liefern  die  incidenten  entsprechenden  Elemente 
der  beiden  auf  g  gegebenen  Gebilde,  also: 

Sind  auf  demselben  Trager  g  eine  Punkt- 
involution [jjj  und  eine  einfache  Punktreihe  [t)]  in 
projektiver  Abhangigkeit  gegeben,  so  kommt  es  im 
allgemeinen  dreimal  vor,  daB  ein  Punkt  des  Paares  j^ 
mit  dem  entsprechenden  Punkte  t)  zusammenfallt; 
von  diesen  drei  incidenten  Punkten  ist  immer  einer 
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reell,  die  beiclen  andern  konnen  auch  konjugiert- 
imaginar  sein. 

Die  dual  -  gegeniiberstehenden  Satze  fiir  Strahleninvolu- 
tionen  besonders  auszusprechen  ist  uberfliissig. 

4.  Wir  konnen  nunmehr  auch  vollstandig  und  allgeniein 
die  Frage  beantworten,  welche  uns  in  §  2,  l  als  Ausgangs- 
punkt  diente,  niimlicli  die  Frage  nach  dem  Ort  eines  Punktes  H, 
welcber  nacb  drei  voneinander  unabhangig  gegebenen  Punkte- 
paaren  %%^     ^^     ^ 

Strahlenpaare  einer  Involution  sendet.  Die  involutorische 
Eigenschaft  1'aGt  sich  namlick  aussprecben  als  Gleichbeit 
der  Doppelverhaltnisse  zweier  Strahlbiischel 

Nun  ist  der  Ort  eines  Punktes  X,  welcber  nach  vier 
gegebenen  Punkten  vier  Strablen  sendet,  deren  Doppelverh'alt- 
nis  einen  gegebenen  Wert  baben  soil,  bekanntlich  ein  Kegel- 
scbnitt,  welcber  durcb  die  vier  gegebenen  Punkte  selbst  hin- 
durcbgeht  und  vermittelst  der  Tangente  in  einem  dieser 
Punkte  konstruiert  werden  kann.    Soil  das  Doppelverhaltnis 

3Z[<Hl%m\=x 
sein,    so    konstruiere   man    durcb    S(1  eine    Gerade  t,    sodafi- 
die  vier  Strablen 

t,    |  %,%  |,    |  ^s  I,    I  Hj®  | 
den  Wert    des  Doppelverhaltnisses    x    liefern;    dann    ist   ein 
Kegelscbnitt    vollstandig    bestimmt,    welcber  durcb  ^21 33© 
gebt    und    in  %l    die   Tangente   t   hat.     Dieser  Kegelschnitt 
ist  der  Ort  fur  den  gesuchten  Punkt  £     Soil  nun 

X{flttt4B(El*-*(!g«iS1Cl] 

sein,  und  legen  wir  diesen  Doppelverbaltnissen  irgend  einen 
Wert  x  bei,  so  wird  3£  ein  geineinschaftlicher  Punkt  zweier 
Kegelschnitte  sein  raiissen,  welche  bereits  %  und  %l  gemein 
baben.  Die  ubrigen  beiden  Schnittpunkte  erfiillen  also  die 
Forderung  der  Aufgabe.  Mit  der  Veranderung  von  x  ver- 
andern  sich  auch  die  beiden  Kegelschnitte  und  beschreiben 
zwei  Kegelscbnittbiischel    mit  je   vier  festen  Grundpunkten. 
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Diese  beiden  Kegel schnittbiischel  stehen  infolge  der  obigen 
Gleichheit  in  projektiver  Abhiingigkeit,  die  so  hergestellt 
werden  kann: 

Seien  die  Schnittpunkte 

(TO,  ^JBO-b,    m,  sw-c 

und 

|  be  |  =  7, 

und  lassen  wir  auf  I  einen  veranderlichen  Punkt  £  laufen, 
der  eine  gerade  Punktreihe  beschreibt,  so  findet  offenbar 
die  Gleichheit  der  Doppelverhaltnisse  statt 

legen  wir  nun  durch 

SBSSW,  einen  Kegelschnitt  K™,  der  |  Sfj  |  beruhrt, 
und  durch 

93,(^21^1  einen  Kegelschnitt  Z"/2>,  der  |  SCjJ  |  beruhrt, 
so  ist  fur  jeden  Punkt  36  des  ersten  Kegelschnitts 

und  fiir  jeden  Punkt  Xx  des  zweiten  Kegelschnitts 

folglich  fiir  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  beider  Kegel- 
schnitte  X  =  Xx  ist  die  geforderte  Bedingung 

erfiillt,  und  da  die  beiden  Kegelschnitte  K{i)  und  iT/2'  auBer 
%  und  5(1  im  allgemeinen  noch  zwei  gemeinschaftliche  Punkte 
haben,  so  erhalten  wir  zwei  Punkte,  welche  der  Forderung 
geniigen.  Verandern  wir  aber  den  Punkt  £  auf  der  Ge- 
raden  /,  so  beschreiben  die  beiden  Kegelschnitte  K{'2)  und 
if/2)  zwei  Kegelschnittbuschel  niit  den  je  vier  Grundpunkten 

9193©^  und  %&&&, 
und  da  die  beiden  Strahlbuschel  |  51  £  |  und  |  2(1  £  |  perspekti v 
liegen,  also  projektiv  sind,  so  stehen  auch  die  beiden  Kegel- 
schnittbuschel in  projektiver  Abhiingigkeit  voneinander  wegen 
der  projektiven  Beziehung  ihrer  Tangentenbiischel  in  je 
einem  festen  Grundpunkte.  Die  beiden  projektiven  Kegel- 
schnittbuschel   [7f(2)]    und    [iT/21]    erzeugen    im    allgemeinen 
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eine  Kurve  vierter  Ordnung  C(4),  weil  auf  einer  beliebigen 
Geraden  g  die  beiden  von  den  Biischeln  ausgeschnittenen 
projektiven  Punktinvolutionen  vierrnal  entsprechende  Punkte 
zusaninienfallend  haben  (3.).  Aus  der  Cw  fallt  aber  die 
Gerade  |  5(5lx  |  als  illusorisch  heraus,  denn  fur  die  besondere 
Lage  des  Punktes 

£-(««!,  be) 
besteht  der  eine  Kegelschnitt  aus  dem  Linienpaar  |  31 9^  |, 
|  93©  |  und  der  entsprechende  Kegelschnitt  aus  deui  Linien- 
paar |  9^  91  |,  |  93x  C£x  | ,  also  haben  beide  die  ganze  Gerade 
|  9(2^  |  gemeinschaftlich,  von  der  nicht  samtliche  Punkte 
der  Forderung  fiir  X  geniigen.  Es  bleibt  mithin  nur  eine 
Kurve  dritter  Ordnung  (7(3)  iibrig  als  Ort  fiir  die  gesuchten 
Punkte  X. 

(Wir  haben  hierdurch  zugleich  eine  neue  Konstruktion 
fiir  die  Punkte  X  erhalten,  auf  die  wir  aber  nicht  weiter 
eingehen  wollen.) 

5.  Dagegen  wollen  wir  hier  nachtraglich  die  Reduktion 
eines  Kegelschnittbiischels  auf  ein  einfaches  Strahl- 
biischel  oder  auf  eine  gerade  Punktreihe  geben,  um 
dadurch  in  den  Stand  gesetzt  zu  werden,  zwei  Kegelschnitt- 
biischel  aufeinander  projektiv  zu  beziehen  oder  auch  ein 
Kegelschnittbiischel  auf  ein  einfaches  Strahlbiischel. 

Die  Polaren  eines  festen  Punktes  ^3  in  Bezug  auf  sanit- 
liche  Kegelschnitte  eines  Biischels  mit  vier  festen  Grund- 
punkten  laufen  bekanntlich  durch  einen  und  denselben  Punkt  ^ 
und  bilden  ein  einfaches  Strahlbiischel;  nimmt  man  von  einem 
zweiten  Punkte  D  die  Polaren  in  Bezug  auf  samtliche  Kegel- 
schnitte des  Biischels,  welche  durch  den  festen  Punkt  Dx 
laufen,  so  miissen  die  beiden  um  $J3X  und  £ii  beschriebenen 
Strahlbiischel  projektiv  sein,  weil  bekanntlich  der  Pol  von 
|  ^3D  |  in  Bezug  auf  samtliche  Kegelschnitte  des  Biischels 
einen  Kegelschnitt  beschreibt.  Es  sind  also  fiir  samtliche 
Punkte  $P  in  der  Ebene  die  zugehorigen  Polarenbiischel 
unter  sich  projektive  Strahlbiischel;  ist  insbesondere  ^5  einer 
der  Grundpunkte  des  Kegelschnittbiischels,  so  geht  das 
Polarenbiischel   in  das  Tangentenbiischel  in  demselben  iiber. 
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Auch    urugekehrt    entspricht  jeder  durch  ^  gezogenen  Ge- 

raden  p   als  Polare    von  ^    ein    einziger  bestiinniter  Kegel- 

schnitt   des  Biischels.     Die  Kegelschnitte   des  Buschels  sind 

also  eindeutig  auf  die  Strahlen  des  Strahlbiischels  der  Polaren 

bezogen,  also  das  Kegelschnittbuschel  auf  das  Strahlbiischel 

reduziert. 

Ziekt  man  durch  einen  der  Grundpunkte  O  des  Kegel- 

scbnittbiiscbels   eine  beliebige  Gerade  g,  welcbe   den  Kegel - 

scbnitten  des  Biischels  in  deui  veranderlichen  zweiten  Punkte  £ 

begegnet,    nimmt    auf  g  einen  festen  Punkt  ty  und  den  zu- 

geordneten    vierten  harmonischen  Punkt  I)  rucksichtlich  des 

Paares  Or,  also  ,_    m  N  . 

(Or^l))  =  -l, 

woraus  folgt 

(0$jt))  =  2, 

so  beschreibt  bei  der  Veranderung  des  Kegels chnitts  ini 
Biischel  der  Punkt  t)  eine  mit  dem  Polarenbuschel  [^5J  per- 
spektive  Punktreihe,  folglich  auch  r,  eine  gerade  Punktreihe 
auf  g,  die  wegen  der  obigen  Bedingung  mit  der  Punktreihe  ft)] 
projektiv  ist;  also  auch  best'andig  mit  jeder  andern  in  gleicher 
Weise  konstruierten  Punktreihe  [rj  projektiv  bleibt.  Das  Kegel- 
schnittbuschel  wird  dadurch  auf  eine  gerade  Punktreihe  reduziert. 
Schneidet  eine  beliebige  Gerade  g  die  Kegelschnitte  eines 
Buschels  in  dem  veranderlichen  Punktepaar 

SSti 

und  nimmt  man  von  einem  beliebigen  festen  Punkt  ty  der  Ge- 
raden  g  den  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt  t)  riick- 
sichtlich  des  Paares  jju  also 

(Wisst) — l, 

so  beschreibt  I)  eine  gerade  Punktreihe  auf  g,  die  immer  mit 
jeder  andeni  gleichartig  konstruierten  projektiv  ist,  weil  sie 
mit  dem  Polarenbuschel  [^J  perspektiv  liegt.  Das  Kegelschnitt- 
buschel wird  dadurch  auf  eine  gerade  Punktreihe  reduziert. 

Schneiden  zwei  beliebige  Gerade  g  und  g'  die  Kegel- 
schnitte des  Biischels  in  den  Punktepaaren  gg,  und  ffllf  so 
sind  auch  die  von  denselben  beschriebenen  Punktinvolutionen 
aufeinander    projektiv    bezogen,    weil   die   einfachen  geraden 
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Punktreihen,  auf  welche  sie  reduziert  werden  konnen,  zu- 
einander  projektiv  sind.  Sanitliche  Punktinvolutionen,  die 
auf  beliebigen  Geraden  durch  ein  Kegelschnittbiischel  aus- 
geschnitten  werden,  sind  also  unter  sich  projektiv.  Legt 
man  durch  zwei  Grundpunkte  0  €>'  eines  Kegelschnittbuschels 
einen  beliebigen  festen  Kegelschnitt  ®(2),  so  schneidet  der- 
selbe  jeden  Kegelschnitt  des  Biischels  noch  in  zwei  ver- 
"anderlichen  Punkten  £l),  deren  Verbindungslinie  durch  einen 
festen  Punkt  ^  lauft  und  ein  einfaches  Strahlbiischel  [ty] 
beschreibt  (Th.  d.  K.  S.  239). 

Der  Mittelpunkt  $p  liegt  auf  der  Verbindungslinie  der 
beiden  ubrigen  Grundpunkte  des  Biischels.  Konstruiert  man 
den  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt  §  zu  ^5  riick- 
sichtlich  des  Paares  jt),  also 

so  beschreibt  5  wegen  des  Kegelschnitts  ®(2)  eine  gerade 
Punktreihe,  welche  perspektiv  liegt  mit  dem  Strahlbiischel 
fjp,],  gebildet  von  den  Polaren  des  Punktes  S$  riicksichtlich 
der  Kegelschnitte  des  Biischels;  folglich  ist  auch  das  Kegel- 
schnittbiischel projektiv  bezogen  oder  reduziert  auf  das 
Strahlbiischel  [$]. 

Alle  diese  Reduktionen  (denen  im  dualen  Gebiete  ana- 
loge  gegeniiberstehen)'  des  Kegelschnittbiischels,  eines  Ge- 
bildes  zweiter  Ordnung  und  einfach  -  unendlicher  Machtigkeit, 
auf  ein  Gebilde  erster  Ordnung  und  gleicher  Machtigkeit 
gestatten  die  projektive  Beziehung  dieser  Gebilde  unter- 
einander,  wovon  vielfach  Gebrauch  gemacht  wird.  Wir 
kehren  nach  dieser  der  Theorie  der  Kegelschnitte  ent- 
nommenen  Abschweifung  zu  der  Betrachtung  der  C(3)  zuriick. 

§  5.  Das  Kegelschnittgewebe. 

1.  Sind  ^^1  und  DDX  irgend  zwei  Paare  konjugierter 
Punkte    der  C(3),    so   bestimmen   die   vier  Verbindungslinien 

als  gemeinschaftliche  Tangenten  eine  Kegelschnittschar, 
welcher  die  beiden  in  Punktepaare  ausgearteten  Kegelschnitte 
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schnitte  [$$J  und  [ODJ  angehoren.  Da  die  aus  jedem 
Punkte  an  die  Kegels  chnitte  einer  Schar  gesendeten  Tan- 
gentenpaare  einer  Strahleninvolution  angehoren,  so  wird  auchf 
wenn  wir  aus  dieser  Kegelschnittschar  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt  $(2) 

herausnehmen,  das  aus  einem  Punkte  X  der  C(3)  an  3l(2) 
gesendete  Tangentenpaar  der  Strahleninvolution  angehoren, 
welche  dem  Punkte  36  rucksichtlich  der  C(3)  zugehort. 

Nehmen  wir  in  gleicher  Weise  zwei  andere  Paare  kon- 
jugierter  Punkte  9^9^  und  <B<Bt  der  C(3),  ziehen  die  Ver- 
bindungslinien 

l«@l,   iwsj,   \%®\,   i^ej 

und  nehmen  aus  der  Kegelschnittschar  mit  diesen  vier  ge- 
meinschaftlichen  Tangenten  einen  beliebigen  Kegelschnitt 

33(2> 
heraus,  so  sendet  auch  an  diesen  der  Punkt  X  ein  Tangenten- 
paar der  zugehorigen  Strahleninvolution. 

Nehmen  wir  endlich  noch  zwei  beliebige  Paare  kon- 
jugierter  Punkte  $8^  und  3B  SSX  der  C(3),  ziehen  die  Ver- 
bindungslinien 

|»©|,    |  888,  |,    |  58,2b  I,    I©,©,! 
und  entnehmen  der  Kegelschnittschar,  welche  diese  vier  Geraden 
zu  gemeinschaftlichen  Tangenten  hat,  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt g<2) 

so  sendet  auch  an  diesen  der  Punkt  3:  ein  Tangentenpaar 
der  zugehorigen  Strahleninvolution. 

Es  laBt  sich  daher  die  urspriingliche  Bedingung  fur 
den  Punkt  X  auch  so  umgestalten: 

Der  Ort  eines  Punktes  36,  welcher  an  drei  Kegel- 
sehnitte  2l<2),  93<%  £<2>,  die  nicht  derselben  Kegel- 
schnittschar angehoren,  drei  Tangentenpaare  sendet, 
die  einer  Strahleninvolution  angehoren,  ist  eine 
Kurve  dritter  Ordnung  C(3). 

(Die  drei  urspriinglichen  Punktepaare  51 9(x ,  9393x,  C£d1 
sind  nichts  anderes,  als  drei  besondere  in  Punktepaare  aus- 
geartete  Kegelschnitte  8<«   93 (2>,  (5(2>.) 
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Wegen  der  Willkiirlichkeit  der  Walil  von  Paaren  kon- 
jugierter  Punkte  ^$^x,  £l£iL  u.  s.  w.  lassen  sich  solche 
Kegels chnitte  wie  5l(2),  25(2),  (£(2)  in  groBer  Menge  ausfindig 
niachen,  die  zur  Erzeugung  der  Kurve  C(S)  verwendet  werden 
konnen.  Nun  gehort  nach  §  3,  5  der  Kegelsehnitt  3t(2)  auch 
einer  Schar  an,  welche  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten 

|8C'|,    |  SB®,  |,    1^(5  1,    ISB^J 
hat,  weil  die  acht  Geraden 

|  23(5  |,    I86J,    |  SB^  |,    I©!©!", 
|^Q|,    l^dj,    |&D|,    I^OJ 
einen    und    denselben  Kegelsehnitt  beriihren;    ebenso  gehort 
der  Kegelsehnitt  23(2)  einer  Schar  mit  den  vier  gemeinschaft- 
lichen Tangenten 

I  ©a  |,   ictj,   |<mu,   i^sj 

und  der  Kegelsehnitt  (£(2)  einer  Schar  mit  den  vier  gemein- 
schaftlichen Tangenten 

I  TO|,   i  a®,  i,   1*^1,   i^fflj 

an.     Bezeichnen  wir  zur  Abkiirzung  diese  drei  Kegelsehnitt- 
scharen  durch  ^     ^     ^ 

(wo  [S3©]    bestimmt    wird    durch    die   beiden  Kegelschnitte, 
welche    aus    den  Punktepaaren  SBSBj    und  6(£x    bestehen  als 
ausgeartete  Kegelschnitte  u.  s.  w.),  dann  ist 
%™  der  Schar  [33(5], 

33,2)    „       „      [©«], 

6(2)  [5123] 

entnommen.  "         " 

Da  eine  Kegelschnittschar  durch  zwei  Kegelschnitte 
bestimmt  wird,  und  die  Tangentenpaare  aus  einem  Punkte 
an  die  Kegelschnitte  einer  Schar  immer  einer  und  derselben 
Strahleninvolution  angehoren,  so  werden  wir  vermittelst  der 
aus  den  drei  Scharen 

flMQ,    [(£«],    [5(23] 
entnommenen  Kegelschnitte 

51  (2»,    93  <8>,    ©w 
drei  neue  Scharen  bilden  konnen 
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[»wp'],     [<P*»3C<*>3,     [2l<2>93(2)] 

und  aus  jeder  derselben  einen  beliebigen  neuen  Kegelschnitt 

entnehmen 

%™,     ®S2),     ^i(2)5 

jeder  Punkt  36  des  Ortes  C(3)  muB  dann  fur  diese  drei  neuen 
Kegelschnitte  dieselbe  Eigenschaft  besitzen  wie  fur  die  drei 
friiheren,  und  indem  wir  in  dieser  Weise  fortfahren,  erhalten 
wir  eine  grosse  Menge  von  Kegelschnitten,  die  in  einem 
gewissen  Zusammenhange  miteinander  stehen,  indem  zwei 
dieser  Kegelschnitte  immer  zu  einer  Schar  von  Kegelschnitten 
fiihren  und  jeder  Kegelschnitt  derselben  mit  einem  andern 
ihr  nicht  angehorigen  Kegelschnitt  zur  Bildung  einer  neuen 
Schar  fiihrt  u.  s.  f. 

Wir  nennen  die  Gesamtheit  aller  dieser  Kegelschnitte 
ein  Kegelschnittgewebe  und  konnen  daher  sagen,  daB 
fur  jeden  Punkt  3£  der  C(3)  die  Tangentenpaare  an  samtliche 
Kegelschnitte  des  Gewebes  einer  und  derselben  Strahlen- 
involution  angehoren. 

2.  Um  die  Kegelschnitte  eines  Gewebes  besser  zu  uber- 
sehen  und  die  Machtigkeit  desselben  zu  beurteilen,  gehen 
wir  wieder  von  den  drei  Punktepaaren 

««!,     83  »„     S€, 

aus  und  bestimmen  zuerst  die  Kegelschnittschar  [93  6],  welche 
die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  hat 

I  m  |,  |  m,  i,  1 93xe  i,  |  ©a  |. 

Nehmen  wir  aus  dieser  Kegelschnittschar  einen  ver- 
anderlichen  Kegelschnitt 

3£  (2) 

heraus,  legen  aus  %  und  5lt  die  Tangentenpaare  an  £(2)  und 
fassen  dieselben  als  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  einer 
neuen  Kegelschnittschar  auf  (auch  wenn  das  eine  oder  beide 
Tangentenpaare  konjugiert  -  imaginar  sind,  ist  bekanntlich 
durch  die  sie  vertretenden  Strahleninvolutionen  die  neue 
Kegelschnittschar  vollstandig  bestimmt  und  reell  konstruier- 
bar,  Th.  d.  K.  S.  326),  so  wird  jeder  Kegelschnitt 
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®<2> 
dieser  Schar  deni  Gewebe  angehoren,  und  unigekehrt  rnuB 
jeder  Kegelsclmitt  des  Gewebes  aus  einer  Schar  [9t(2)X(2)] 
entnonimen  sein,  wo  $l(2)=  [513(J  der  in  ein  Punktepaar 
ausgeartete  Kegelscbnitt  ist,  und  3£(2)  aus  der  Schar  [936] 
genommen  wird.  Es  giebt  keine  andern  Kegelschnitte  des 
Gewebes  als  solche  ®(2). 

In  der  That,  ist  $(2)  ein  beliebiger  Kegelscbnitt  des 
Gewebes,  so  muG  er  die  Eigenschaft  besitzen,  daB  die  beiden 
Tangentenpaare  aus  %  und  9(x  an  ®(2)  den  Strableninvolutionen 
angehoren,  welcbe  5(  und  5(x  nacb  den  Punktepaaren  9393x 
und  66,  senden.  Die  Tangentenpaare  aus  %  und  5t,  an 
®(2)  bestirnmen  aber  eine  Kegelschnittschar,  in  welcher  es 
einen  und  nur  einen  bestimmten  Kegelscbnitt  3t'(2)  giebt, 
welcher  !  93©  I  beriihrt.  Da  nun  die  drei  Kegelschnitte: 
1.  das  Punktepaar  [XXJj  2.  der  Kegelschnitt  t(2>  des  Ge- 
webes und  3.  der  Kegelschnitt  XP)  derselben  Schar  an- 
gehoren, so  miissen  die  drei  Tangentenpaare  aus  93  an  die- 
selben  einer  Strahleninvolution  angehoren,  welche  schon  durch 
die  beiden  ersten Tangentenpaare  bestimmt  wird  und  welche  deni 
Punkte  93  zugehort  riicksichtlich  der  6,(3'.  Das  Tangentenpaar 
aus  93  an  £{-\  von  deni  |  936  |  ein  Teil  ist,  muB  daher  auch 
dieser  Strahleninvolution  angehoren,  also  muG  |  93  6X  |  der 
andere  Teil  sein,  d.  h.  |  936,  |  muB  36'2)  beriihren;  in  gleicher 
VVeise  erkennen  wir,  daB  auch  |  693,  |  und  |  (£4  S8X  |  den  £(2> 
beriihren  miissen,  woraus  folgt,  daB  X(2)  die  vier  Tangenten 

|936',    I936J,    |  9\6  |,    |  93,6,  | 

hat,  also  der  Schar  [93  6j  angehort. 

Wir  schlieBen  hieraus,  daB  der  willkiirlich  dem  Gewebe 
entnommene  Kegelschnitt  $(2)  in  der  That  durch  diejenige 
Kon.struktion  hervorgeht,  welche  wir  oben  angegeben  haben, 
niimlich  der  veranderlichen  Schar  [?((2)X(2)]  angehort,  wo 
X(2)  aus  der  Schar  [93(2)6'2)]  entnommen  ist. 

Hieraus  konnen  wir  die  Machtigkeit  der  Kegelschnitte 
eines  Gewebes  beurteilen;  die  Kegelschnitte  36(2)  in  der  Schar 
[93(i,)6(2)]  sind  von  einfach-unendlicher  Machtigkeit,  und  jeder 
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derselben  wird  init  ?t(2)  zur  Bildung  einer  neuen  Schar  von 
einfach-unendlicher  Machtigkeit  zusaniinengestellt,  aus  der 
alle  Kegelschnitte  des  Gewebes  hervorgehen;  folglicb.  bilden 
die  samtlichen  Kegelscbnitte  des  Gewebes  eine 
doppelt-unendliche  Mannigfaltigkeit  (oo2),  iiber  welche 
die  vorige  Konstruktion  eine  anscbauliche  Ubersicht  gewiihrt. 
3.  Wir  baben  die  Gesarntbeit  der  Kegelscbnitte  des 
Gewebes  bervorgeben  lassen  aus  den  drei  urspriinglicben 
voneinander  unabhangigen  Punktepaaren 

ml}  ©»x,  %<&if 

welche  als  drei  ausgeartete  Kegelscbnitte  des  Gewebes  auf- 
zufassen  sind.  Wir  nabmen  aus  der  Scbar  [33©]  einen  be- 
liebigen  Kegelscbnitt  3E(2),  verwendeten  ibn  niit  [5(?(J  zur 
Bildung  einer  veranderlichen  Kegelschnittschar,  aus  der  siiint- 
licbe  Kegelscbnitte  des  Gewebes  zu  entnebnien  sind.  Wir 
konnen  aber  die  erste  Scbar  [93  (£],  aus  der  X(2)  hervorgeht, 
aucb  als  gegeben  annebmen  durcb  zwei  beliebige  Kegelschnitte 
derselben  m     und     ^ 

und  wir  konnen  das  Punktepaar  %%l  ersetzen  durcb  einen 
beliebigen  Kegelschnitt  <^.2) 

der  mit  36 (2'  verbunden  die  veranderliche  Kegelscbnittscbar 
bestimnit. 

Dann  erbalten  wir  zur  Bildung  der  samtlichen  Kegel- 
scbnitte ®(2>  des  Gewebes  drei  beliebige  voneinander  un- 
abhangige  Kegelschnitte 

a»,  ®«   e(2», 

von  denen  ausgebend  wir  durch  Scharenbildung  vermittelst 
je  zweier  zu  samtlichen  Kegelschnitten  des  Gewebes  gelangen. 
Durch  drei  unabhiingig  voneinander  gegebene 
Kegelschnitte  ist  das  Gewebe  bestimmt;  zwischen  vier 
Kegelschnitten  desselben  muB  also  eine  Bedingung  obwalten. 
Diese  bestebt,  wenn  wir  fur  die  vier  Kegelscbnitte 

*«■»,     %M      m  und  ®<2> 
nebmen    gemaB    der    Entstehung    des   Gewebes,    darin,    dafi 
die  beiden  Scharen 
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pft».-fc»]     und     [$<*>&<9] 

einen  gemeinschaftlichen  Kegelschnitt  £(2)  haben  miissen. 
(In  dem  besonderen  Fall  von  vier  Punktepaaren  ist  diese 
Bedingung  in  dem  Satze  §  3,  5  enthalten.)  Allgemein  laBt 
sicb  diese  Bedingung  so  aussprechen: 

Werden  irgend  vier  Kegelschnitte  aus  einem 
Gewebe  genommen,  von  denen  keine  drei  derselben 
Schar  angehoren,  und  man  verbindet  beliebig  zwei 
derselben  und  die  beiden  iibrigen  zur  Bildung  zweier 
Kegelschnittscbaren,  so  baben  dieselben  allemal 
einen  Kegelschnitt  gemeinsckaftlich. 

Die  Richtigkeit   dieser  Behauptung    folgt    daraus,    daB, 

Wenn  W  aus  der  Schar  [»<*>£<*>], 

»«  „   „    „   mm, 

a<2>  „   „    „   [*»»«] 

entnommen  sind,  die  drei  veranderlichen  Scharen 

[%^2c^],     [8«B<»],     [£(2)3<2)] 
immer    dieselben    Kegelschnitte   &(i)    des    Gewebes    liefern 
mussen.     Dies    1'aBt    sich    auch    als   besonderer  Satz  so  aus- 
sprechen: 

Gehoren  die  drei  Kegelschnitte  5l(2),  93(2),  ©x(2)  einer 
Kegelschnittschar  und  die  drei  Kegelschnitte  5t(2); 
(£(2),  33/2>  einer  zweiten  Kegelschnittschar  an,  welche 
mit  der  ersten  den  Kegelschuitt  2t{2)  gemein  hat,  so 
haben  auch  die  beiden  Kegelschnittscharen 

[SBC*/ (£(*)]     und     [23/2>e/2>] 
einen  Kegelschnitt  gemeinschaftlich,  sowie  auch 

[$(2)^(2)-]       und       [©(2)^(2)] 

eiuen  gemeinschaftlichen  Kegelschnitt. 

Aus  diesem  allgemeinen  Satze  ergiebt  sich,  dafi  das 
ganze  Kegelschnittgewebe  ebenso  aus  drei  beliebigen  seiner 
Kegelschnitte  ^  - 

die  nicht  derselben  Schar  angehoren,  hergeleitet  werden  kann, 
wie  es  aus  den  drei  Kegels chnitten  5l(2),  33(2),  ©(2)  hervorging. 

Schruter,  Theorie  der  ebenen  Kurven  3.  Ordu.  3 
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Denn  nehmen  wir  irgend  einen  vierten  Kegelschni  tt  des 
Gewebes  $4(2),  so  lniissen  die  beiden  Kegelschnittscharen 
[S^V]  und  [®3(2)®4<2)]  einen  gemeinschaftlichen  Kegel- 
schnitt  3E(2)  baben;  wir  konnen  daber  von  den  drei  Kegel- 
scbnitten  ftfr,  ®2(2),  ®3(2),  welcbe  nicbt  derselben  Scbar  an- 
gehoren,  zur  Bestimmung  des  Gewebes  ausgehen,  aus  der 
Schar  [^!(2)^2)]  einen  veriinderlichen  Kegelscbnitt  £(2> 
nebmen  und  ibn  mit  &3(2)  zur  Bildung  einer  neuen  Schar 
[$3(2)3E(2)]  verbinden,  aus  welcher  wir  s'aintliche  Kegel  - 
schnitte  Sl4(2)  des  Gewebes  entnehmen. 

4.  Zieht  man  an  irgend  zwei  Kegelschnitte  des  Ge- 
webes ein  Paar  geineinscbaftlicber  Tangenten,  so  besitzt  der 
Schnittpunkt  derselben  offenbar  die  Eigenschaft,  an  siimtliche 
Kegelschnitte  des  Gewebes  Tangentenpaare  zu  senden,  welcbe 
einer  und  derselben  Strahleninvolution  angehoren,  also  muB 
dieser  Punkt  ^S  auf  der  C(3)  liegen;  denn  die  Tangentenpaare 
an  die  ersten  beiden  Kegelschnitte  St(2)  und  93(2)  fallen  in 
eines  zusammen,  an  einen  dritten  Kegelscbnitt  (Sf2)  des  Ge- 
webes geht  also  ein  zweites  Tangentenpaar,  und  diese  beiden 
bestimmen  schon  die  Strableninvolution  fiir  ?$,  der  samtliche 
iibrigen  Tangentenpaare  angehoren  mussen,  weil  9X{2),  55(2),  6f2) 
das  ganze  Gewebe  bestimmen.  Wenn  aber  ein  Paar  gemein- 
schaftlicher  Tangenten  von  S((2)  und  33(2)  sich  in  ty  schneidet, 
so  giebt  es  noch  ein  zweites  Paar  gemeinschaftlicher  Tan- 
genten, welche,  wenn  auch  konjugiert-iniaginar,  sich  in  dem 
immer  reellen  Punkte  ^  schneiden,  und  das  Punktepaar  ^P^ 
ist  als  ein  ausgearteter  Kegelscbnitt  der  Schar  [9((2)  93(2)] 
aufzufassen;  es  mussen  also  ^  und  ^  ein  Paar  konjugierter 
Punkte  der  C('''  sein,  weil  sie  als  Mittelpunkte  zweier  er- 
zeugenden  Strahleninvolutionen  in  projektiver  Beziehung  und 
halbperspektiver  Lage  auftreten  (§  3). 

Wir  schlieBen  also: 

Ein  Punktepaar,  in  welches  ein  Kegelschnitt 
des  Gewebes  ausartet,  ist  allemal  ein  Paar  kon- 
jugierter Punkte  der  6'(8).     Oder: 

Die  C(3)  ist  der  Ort  samtlicher  Punktepaare,  in 
welche  Kegelschnitte  des  Gewebes  ausarten. 
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Eine  Kegelschnittschar  hat  im  allgeineinen  drei  inPunkJie- 
paare  ausgeartete  Kegelschnitte,  die  drei  Paar  Gegenecken 
des  von  den  vier  gemeinscbaftlichen  Tangenten  gebildeten 
vollstandigen  Vierseits.  Ein  Kegelschnittgewebe  hat  deren 
imendlich  viele  (von  einfach  -  unendlicher  M'achtigkeit) ;  je 
zwei  Kegelschnitte  des  Gewebes  verbinden  sich  zu  einer 
Schar  mit  drei  solchen  Punktepaaren,  die  allemal  ein  voll- 
stiindiges  Vierseit  mit  seinen  sechs  Ecken  bilden,  welches 
der  C(8)  einbeschrieben  ist. 

Da  durch  drei  willkiirlich  anzunehmende  Kegelschnitte 
5((l>)^  gj(8).  g(2)  (jag  Kegelschnittgewebe  bestimmt  wird,  so 
konnen  wir  folgenden  besonderen  Satz  aussprechen: 

Sind  irgend  drei  Kegelschnitte  unabhangig  von- 
einander  gegeben,  so  haben  je  zwei  derselben  vier 
(reelle  oder  paarweise  konjugiert-imaginare)  gemeinschaft- 
liche  Tangenten,  die  ein  vollstandiges  Vierseit 
mit  sechs  Ecken  bilden;  die  dadurch  erhaltenen 
3  .  6  =  18  Punkte  liegen  auf  einer  C(3)  und  bilden 
neun  Paare  konjugierter  Punkte  derselben. 

§  6.  Die  ®(3),  umhiillt  von  den  Verbindungslinien 
konjugierter  Punkte  der  C(3), 
1.  Die  Pole  einer  Geraden  x  in  Bezug  auf  samtliche 
Kegelschnitte  einer  Schar  liegen  bekanntlich  auf  einer  Ge- 
raden self  welche  die  Eigenschaft  hat,  dafi  ihre  Pole  wieder 
auf  x  liegen,  sodaB  diese  beiden  Geraden  konjugierte 
Strahlen  rucksichtlich  der  Kegelschnittschar  heiBen.  Nennen 
wir  nun  die  Verbindungslinie  zweier  konjugierten  Punkte  der  C(3) 

und  w'ahlen  die  Kegelschnittschar  [95©]  mit  den  vier  gemein- 
schaftlichen  Tangenten 

\m\t    |  SBC,  |,    |  »,(£!,    |«AI, 

welche  als  ausgeartete  Kegelschnitte  die  beiden  Punktepaare 
93  SSjl  und  SSj  enthalt,  so  sind  die  Pole  von  x  rucksichtlich 
dieser  beiden  Punktepaare  die  vierten  harmonischen  Punkte 
zu  den  Schnittpunkten  (3£36u  95  95  J  und  (36  3^,  ©6^  zugeordnet 
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riicksichtlich  der  Punktepaare  9393x  und  &&v  Diese  vierten 
harrnonischen  Punkte  liegen  aber,  wie  wir  wissen  (§  2,  8), 
in  einer  Geraden  mit  dem  dritten  Schnittpunkte  von  |  X3£x  j 
und  C(3),  welche  wir  friiher  I  genannt  haben  und  jetzt  mit 
rr,  bezeichnen  wollen.  Diese  Gerade  xv  enthalt  nun  aber 
nicht  nur  die  Pole  der  x  riicksichtlich  sanitlicher  Kegel- 
schnitte  der  Schar  [33©],  sondern  iiberhaupt  die  Pole  von  x 
riicksichtlich  sanitlicher  Kegelschnitte  des  Gewebes.  Denn 
da  an  Stelle  der  Kegelschnittschar  [93(5]  irgend  eine  andere 
dem  Gewebe  angehorige  Schar  von  Kegelschnitten  [$x(2)  $2(2J] 
gesetzt  werden  kann,  riicksichtlich  welcher  die  Pole  von  x 
ebenfalls  auf  einer  Geraden  liegen  miissen,  welche  durch  den 
dritten  Schnittpunkt  der  Geraden  |  3£36x  |  mit  C,3)  hindurch- 
gehen  mu6,  da  ferner  die  beiden  Kegelschnittscharen  [93  S] 
und  [®i(2)®2,2)]  einen  gemeinschaftlichen  Kegelschnitt  haben, 
riicksichtlich  dessen  der  Pol  von  x  derselbe  bleibt,  so  wird 
auch  die  durch  diese  beiden  Punkte  bestimmte  Gerade  xx 
die  Pole  von  x  enthalten  riicksichtlich  beider  Kegelschnitt- 
scharen [93©]  und  [®x<2)  ®2<2)]>  also  aucn  riicksichtlich  sanit- 
licher Kegelschnitte  des  Gewebes. 

Nennen  wir  %u  wie  friiher,  den  dritten  Schnittpunkt 
der  Geraden  |  3£3£x  |  mit  der  0(3),  so  werden  x  und  xx  kon- 
jugierte  Strahlen  sein  riicksichtlich  siimtlicker  Kegelschnitte 
des  Gewebes,  namlich  die  Doppelstrahlen  derjenigen  Strahlen- 
involution,  welche  dem  Punkte  %y  zugehort  fiir  die  C(3), 
und  welche  immer  eine  hyperbolische  ist,  weil  fiir  sie 
|  9£3£x  |  =  x  ein  Doppelstrahl,  xx  der  andere  Doppelstrahl  ist. 

Wir  schlieBen  hieraus: 

Wenn  eine  Gerade  x  in  Bezug  auf  drei  von  ein- 
ander  unabhangige  Kegelschnitte  W2\  93(2),  (£(2)  des 
Gewebes  ihre  drei  Pole  auf  einer  Geraden  xt  gelegen 
hat,  so  hat  sie  auch  fiir  alle  andern  Kegelschnitte 
des  Gewebes  ihre  Pole  auf  derselben  Geraden  xt\ 
der  Schnittpunkt  (xxt)  liegt  auf  der  C(3)  und  xxy  sind 
die  Doppelstrahlen  derjenigen  Strahleninvolution, 
welche  dem  Punkte  (xxt)  riicksichtlich  der  Ci$)  zu- 
gehort. 
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2.  Solclier  Geraden  x,  deren  drei  Pole  in  Bezug  auf 
%&)7  5g(2)}  (£(2)  wieder  auf  einer  Geraden  xx  liegen,  giebt  es 
aber  im  allgemeinen  durch  einen  beliebigen  Punkt  0  der 
Ebene  nur  drei;  denn  dreht  sich  x  um  D,  so  beschreiben 
ihre  Pole  rucksichtlich  2l(2),  33(2),  ©(2)  drei  projektive  Punkt- 
reihen  [a],  [b],  [c]  auf  den  Geraden  a,  b,  c,  und  es  beschreiben  die 
Verbindungslinien  |  ab  |  und  |  ac  |  daber  zwei  Kegelschnitte, 
welche  auBer  a  nocb  drei  gemeinscbaftliche  Tangenten  haben; 
diese  besitzen  die  verlangte  Eigenschaft.  Der  Ort  der  Ge- 
raden x  ist  also  eine  Kurve  dritter  Klasse  $(3\  Da  nun 
eine  solcbe  Gerade  x  immer  die  Verbindungslinie  zweier 
konjugierten  Punkte  der  C (3)  ist  oder,  was  dasselbe  sagt,  ein 
Doppelstrahl  der  einem  Punkte  der  C(3)  zugehorigen  Strahlen- 
involution,  so  konnen  wir  den  Satz  aussprecben: 

Die  samtlicben  Verbindungslinien  aller  Paare 
konjugierter  Punkte  3£2E,  der  C'(3)  umhullen  eine 
Kurve  dritter  Klasse  ®(3).     Oder: 

Die  Doppelstrablen  samtlicher  den  Punkten 
einer  0(3)  zugeborigen  Strableninvolutionen  um- 
hiillen  dieselbe  Kurve  dritter  Klasse  ®(3). 

Wir  wollen  ein  Paar  solcber  konjugierten  Strablen  xxx 
rucksichtlich  samtlicher  Kegelschnitte  des  Gewebes  ein  Paar 
konjugierter  Tangenten  der   Kurve  ®(3)  nennen. 

3.  Wir  wollen  jetzt  den  Beriihrungspunkt  jedes  solchen 
Strahles  x  mit  der  von  ihm  umhullten  Kurve  ®(3)  ermitteln. 

Aus  zwei  beliebigen  Paaren  konjugierter  Punkte 
3E  Sx     und     g)^ 
der  C(,)  folgt  bekanutlich  immer  ein  drittes  Paar 

(Sg),  £fc)  und  (Xg),,  £0; 
lassen  wir  nvui  den  Punkt  ^)  dem  Punkte  3£  sich  unendlich 
ntihern,  so  wird  auch  ^i  dein  3k\  unendlich  nahe  rucken, 
wie  aus  der  Natur  involutorischer  Gebilde  hervorgeht.  Da- 
bei  wird  nun  |  X?)  |  die  Tangente  der  C<3)  im  Punkte  3£, 
und  |  3t\  g)i  |  die  Tangente  der  Cm  im  Punkte  3k\ ;  der  Schnitt- 
punkt  beider  Tangenten  heiBe  %x  und  hat  zu  seinem  kon- 
jugierten Punkte  den  dritten  Schnittpunkt  %  des  Strahles 
|  OJ  mit  der  C(3);  folglich  wird 
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und  der  dritte  Diagonalpunkt  dieses  ausgearteten  vollstandigen 
Vierecks  XBE^^i  namlich  der  Schnittpunkt 

wird  der  Beriihrungspunkt  d.  h.  der  Schnittpunkt  unendlich  be- 
nachbarter  Tangenten  der  von  |  3£3EX  |  und  99i  I  umhullten 
Kurve  ®(3).  Dies  ist  aber  nach  bekannter  Eigenschaft  des  voll- 
standigen Vierecks  der  vierte  harmonische  zu  %  zugeordnete 
Punkt  £j  riicksichtlich  des  Paares  3c3t\;  also  ist  das  Doppel- 
verhaltnis  (££,  £$0  =  -  1, 

und  wir  konnen  den  Satz  aussprechen: 

Die  Verbindungslinie  zweier  konjugiertenPunkte 
|  X,^!  j  beruhrt  den  von  ihr  umhullten  Ort  in  dem 
vierten  harnionischenPunkt,  der  dein  dritten  Schnitt- 
punkt %  von  |  £#!  j  mit  der  C(3)  zugeordnet  ist. 

Die  Tangenten  der  $(8)  gruppieren  sich  zu  Paaren, 
denn  die  dem  Punkte  %  der  C(3)  zugehorige  Strahleninvolution 
ist  eine  hyperbolische  und  hat  zu  einem  Doppelstrahl  |  £3E,  |  =  x, 
folglich  noch  einen  zweiten  Doppelstrahl  #,,  der  auch  zwei 
konjugierte  Punkte  X'X^  der  C(3)  verbinden  muB  (die  aller- 
dings  auch  konjugiert-imaginar  sein  konnen). 

Da  aus   diesen  beiden  Paaren  konjugierter  Punkte   das 

dritte    Mgt         ^    jygy       und       Qflp^    gg^ 

und  die  beiden  Bertihrungspunkte 

Si  und  %[ 
auf  den  Strahlen  j  36  3£x  | ,  |  £l£\  die  vierten  harmonischen 
zu  %  zugeordneten  sind,  so  folgt  aus  der  bekannten  Eigen- 
schaft des  vollstandigen  Vierecks  363£i3E'X'0  daB  %t  und  %[ 
auf  derselben  Geraden  liegen  mit  dem  obigen  dritten  Paare 
konjugierter  Punkte,  also  ist  auch  |  %t%\  |  eine  Tangente  der 
$(3),  und  wir  schlieBen: 

Die  Verbindungslinie  der  Beriihrungspunkte 
zweier  konjugierten  Tangenten  a&1  der  ®(3)  (s.  o.  2.) 
ist  selbst  eine  dritte  Tangente  der  &&>. 

4.  Da  der  Schnittpunkt  @  zweier  konjugierten  Tangenten 
xxx    der  £(3>  auf  der   C(3>   liegt  und  der   Mittelpunkt  einer 
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Strahleninvolution  ist,  deren  Doppelstrahlen  xxx  sind,  und 
deren  Strahlenpaare  imrner  nach  eineni  Paare  konjugierter 
Punkte  der  C^31  hingehen,  so  konnen  wir  auch  sagen: 

Jedes  Paar  konjugierter  Punkte  der  C(3)  wird 
durch  jedes  Paar  konjugierter  Tangenten  der  it(:i) 
(oder  durch  jedes  Paar  konjugierter  Strahlen  x.x^ 
des  Gewebes)  harmonisch  getrennt. 

Nehmen  wir  nun  irgend  drei  solcher  Paare  xxx  kon- 
jugierter Tangenten  der  &i3)  oder,  was  dasselbe  sagt,  von 
drei    Strahleninvolutionen    beliebiger    Punkte    der    C{3)    die 

Doppelstrahlen  . . 

aalt     bb1}     cct, 

die  niclit  gerade  die  drei  Seitenpaare  eines  vollstandigen 
Viereeks  sein  mogen,  so  wird  jede  weitere  Tangente  der  $(3) 

die  Eigenschaft  haben  miissen,  daB  jedes  der  drei  Strahlen- 
paare na1}  bbx,  ccx  die  Punkte  HHX  harmonisch  trennt,  also 
wird  die  Gerade  x  von  den  Strahlenpaaren  aa1,  bb1}  ccx  in 
drei  Punktepaaren  einer  Punktinvolution  getroffen,  deren 
Doppelpunkte  dEXj  sind.  Hierdurch  wird  der  Ort  der  Geraden 
x  definiert  als  beschrieben  von  einer  Geraden,  auf  welcher 
drei  Strahlenpaare  aal7  bbi7  ccx  Punktepaare  einer  Involution 
ausschneiden;  dies  ist  aber  die  dual  gegeniiberstehende  (rezi- 
proke)  Aufgabe  von  derjenigen,  welche  in  §  2,  l  den  Aus- 
gangspunkt  unserer  Untersuchung  bildete;  wenn  dort  also 
eine  Kurve  dritter  Ordnung  C(3)  resultierte,  so  muB  hier  eine 
Kurve  dritter  Klasse  ®(3>  hervorgehen,  wie  wir  sie  bereits 
(2.)  in  der  That  gefunden  haben;  und  alle  Eigenschaften 
welche  wir  fur  jene  gefunden  haben,  miissen  ins  duale 
Gebiet  iibertragen  auch  fiir  diese  gelten.  Die  beiden 
dual  gegeniiberstehenden  Gebilde  C(3)  und  &'(:i)  treten 
hier  zusainmen  auf,  ohne  aber  wie  beim  Kegelschnitt  (als 
Punktgebilde  und  Tangentengebilde  aufgefaBt)  identisch  zu  sein. 
Die  hieraus  hervorgehenden  Eigenschaften  und  Er- 
zeugungsweisen  der  6l(3)  zu  wiederholen  erscheint  uberfliissig, 
da  die  Ubertragung  ins  duale  Gebiet  ohne  Schwierigkeit  ist. 
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Auf  den  innigen   Zusammenhang  der   Kurven  C(3)  und  ®(3) 

einzugehen,  werden  wir  noch  mehrfach   Gelegenheit  haben. 

5.  Wir  bescbr'anken  uns  bier  zuniichst  darauf,  drei  solcbe 

Strahlenpaare  ,  T 

aal}     bb1}     ccl} 

wie  sie  zur  Bestimniung  der  ®(3)  notwendig  und  hinreichend 
sind,  herzustellen,  indem  wir  von  drei  ursprtinglicb  gegebenen 
von  einander  unabhangigen  Punktepaaren 

3t3l„     93®!,     ©(£„ 
welcbe  zur  Bestimmung  der  ,(7(3)  dienen,  ausgeben. 
Seien  die  Scbnittpunkte 

(»0    9333,)  =  c, 

(9393,,      tt^-o, 

(©(£„   aaj-b, 

und  werden  die  vierten  barmoniscben  Punkte  durcb  die 
Werte  der  Doppelverhaltnisse  bestimmt: 

(3131,6  0,)  =  - 

(«*1"cc,l)-- 

(9393,  cq)  =  - 

(99S31aa,1)^.- 

(S^aa,)-- 

die    durcb    folgende  Konstruktion   gefunden  werden  konnen: 

(»<£,  93^)  =  2),  (»<&„  93,  (S)  =  £)„ 
(631,  (E^)  =  ffi,  ((E«n  (^31)  =  £, 
(3193,31,93,)  =  ^,  (3(93,,  31,93)  =  &; 
i  3(31,  |  -  a,     |  9393,  |  -  b,    |  (SS,  |  =  c, 

(ea)  =  b,,     (fb)  =  cl, 
(ee)  =  b',,    (/a)  =  c',; 


W  =  a\, 
dann  werden 

I  ^1  =  %, 


und 


b,a'il  =  C,, 


rtrt, 


sind  die  drei  Strahlenpaare,  welcbe  zur  Bestimniung  der  ®'(3) 
notwendig  und  binreicbend  sind  und  die  zum  Ausgangspunkt 
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der  dual  gegentiberstehenden  Untersuchung  dienen  konnen, 
wie  die  drei  urspriinglichen  Punktepaare 

zu  der  Untersuchung  der  Kurve  C(3)  und  ihrer  Eigenschaften 
gefiihrt  haben. 

Umgekehrt  kann  man  auch  von  den  drei  Strahlenpaaren 

aax,     bbl}     cct 
ausgehend  zu  den  Punktepaaren 

gelangen,  was  wir  nicht  weiter  ausfiihren  wollen.  Die  Uber- 
tragung  der  gewonnenen  Resultate  fiihrt  aber  auf  ein  dem 
Kegelschnittgewebe  dual  gegenuberstehendes  Gebilde,  welches 
noch  besonders  hervorgehoben  werden  soil. 

§  7.  Das  Kegelschnittnetz. 

1.  Ebenso  wie  die  drei  Punktepaare 
%%lf     »»,,  (£(£, 
als  drei  ausgeartete  Kegelschnitte  aufgefaGt  werden  konnten 
zur  Bestimmung  fiir  ein  ganzes  Gewebe  von  doppelt-unend- 
lich  vielen  Kegel  schnitten,  konnen  die  drei  Linienpaare 

aa1}  bb1}  cct 
zu  einem  Gebilde  von  Kegel schnitten  fiihren,  welches  man 
ein  Kegelschnittnetz  nennt  und  welches  in  analoger  Weise 
mit  der  Kurve  $(3)  zusammenhangt,  wie  das  Kegelschnitt- 
gewebe mit  der  C(3).  Beide  Gebilde  stehen  aber  auch  unter- 
einander  in  enger  Verbindung,  wie  die  C(3)  und  ^S). 
Die  beiden  Linienpaare 

bbl     und     cct 
bestimmen  niimlich  ein  Kegelschnittbuschel,  welches  die  vier 
Grundpunkte  hat 

(be),     (6cJ,     {\c),    (Vi); 
einen  beliebigen  Kegelschnitt  aus  diesem  Buschel  wollen  wir 

AW 
nennen.     Ebenso  bestimmen  die  beiden  Linienpaare 

cct     und     ««1 
ein  Kegelschnittbuschel  mit  den  vier  Grundpunkten 
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(ca),     (<j«i),     fad),     faa,), 
und  ein  beliebiger  demselben  entnommener  Kegelschnitt  lieiBe 

B™; 
endlich  bestimmen  die  beiden  Linienpaare 

aat     und     b\ 
ein  Kegelschnittbiischel  mit  den  vier  Grundpunkten 

fab),     (abt),    fab),     fab,), 
und  ein  beliebiger  aus  demselben  entnommener  Kegelschnitt 
heiBe  C(2);  dann  bestimmen  die  drei  Kegelschnitte 

Ai*>,     B&\     C<2> 
ein  ganzes  Kegelschnittnetz  von  doppelt-unendlicher  Mannig- 
faltigkeit  (oo2)  oder  eine  einfach-unendliche  Mannigfaltigkeit 
von  Kegelschnittbuscheln,    deren  Gesamtheit    so    zusammen- 
gefaBt  werden  kann: 

Ein  veranderlicher  Kegelschnitt  X(2)  werde  aus  dem 
durch    die    beiden    Kegelschnitte   B{2)    und   (7(2)    bestimmten 

Mschel  [B^CM] 

entnommen  und  zur  Bildung  eines  neuen  Kegelschnittbuschels 

verwendet,  dann  erfiillen  samtliche  Kegelschnitte  KSl)  dieses  - 
variablen  Biischels  das  Kegelschnittnetz,  und  es  giebt  keine 
andern  Kegelschnitte    des  Netzes    weiter,    als    die   auf  diese 
Weise  konstruierten. 

2.  Drei  voneinander  unabhangio-e  Kegelschnitte 
AP\     B™,     C™ 
(die   nicht    demselben  Biischel    angehoren)    bestimmen   voll- 
st'andig    das    Kegelschnittnetz,    welches    durch    fortgesetzte 
Bildung  von  Buscheln  aus  je  zweien  hergestellt  wird. 

Irgend  vier  Kegelschnitte  des  Netzes  sind  der  Bedingung 
unterworfen,  daB  sie  in  irgend  einer  Weise  zu  zwei  Paaren 
vereinigt,  zwei  Kegelschnittbiischel  bestimmen,  welche  alle- 
mal  einen  gemeinschaftlichen  Kegelschnitt  haben  (d.  h.  deren 
acht  Grundpunkte  auf  einem  und  demselben  Kegelschnitt 
liegen). 
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Die  Gesamtheit  der  in  Linienpaare  zerfallenden  Kegel- 
schnitte des  Netzes  uinhtillt  die  Kurve  dritter  Klasse  it(:i), 
und  ein  solches  Linienpaar  ist  allemal  ein  Paar  konjugierter 
Tangenten  der  Sl(i). 

Die  Kurve  dritter  Klasse  $t(3'  ist  der  Ort  einer  Geraden, 
welche  durch  drei  voneinander  unabhangige  Kegelschnitte 
des  Netzes  (und  daher  von  s'amtlichen  Kegelschnitten  des 
Netzes)  in  Punktepaaren  geschnitten  wird,  die  einer  In- 
volution angehoren.  Die  Doppelpunkte  aller  solchen  Punkt- 
involutionen  liegen  auf  der  Kurve  dritter  Ordnung  C(3)  und 
sind  allemal  ein  Paar  konjugierter  Punkte  derselben. 

Ist  ein  Kegelschnittbiischel  und  zwei  Gerade  a,  a1  ge- 
geben,  auf  welchen  durch  das  Buschel  zwei  Punktinvolutionen 
£ j,*!  und  1)1),  in  projektiver  Beziehung  und  halbperspektiver 
Lage  ausgeschnitten  werden,  so  urahiillen  die  Verbindungs- 
linien  entsprechender  Punktepaare 

l'S9'J,    iWif,    l.SiH    ISi&i 
die  Kurve  dritter  Klasse  il(:J)  (vergl.  §  3). 

Der   Ort   einer  Geraden   x,  Der   Ort   eines   Punktes  3:, 

deren  Pole inBezugauf  drei  von-  dessen  Polaren  in  Bezug  auf 

einander  unabhangige  Kegel-  drei  voneinander  unabhangige 

schnitte   8»,  8«,  £<2>   (folg-  Kegelschnitte   A^,   B'%   G<*> 

lich   in  Bezug   auf  samtliche  (folglich  in  Bezug  auf  sanit- 

durch    dieselben    bestimmten  liche     durch     dieselben     be- 

Kegelschnitte  eines  Gewebes)  stimmten  Kegelschnitte  eines 

wieder    auf  einer  Geraden  u\  Netzes)  sich  wieder  in  einem 

liegen,  ist  eine  Kurve  dritter  Punkte  3£j  schneiden,  ist  eine 

Klasse  ft(3),  und  die  Strahlen  ic^  Kurve    dritter    Ordnung   C(3), 

sind  ein  Paar  konjugierter  Tan-  und  die  Punkte  £3^  sind  ein 

genten  derselben.  DerSchnitt-  Paar  konjugierter  Punkte  der- 

punkt    (xXj)     beschreibt    die  selben.     Die  Verbindungslinie 

Kurve    dritter    Ordnung   OiS).  |  3iX1  |     umhiillt     die     Kurve 

dritter  Klasse  #<»< 

Da  aus  zwei  Paaren  konjugierter  Punkte  der  C(8>,  niim- 
lich  Xdiy  und  Df)n  iininer  ein  drittes  Paar 
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folgt  (§  2,  2),  so  konnen  die  drei  Verbindungslinien 

auch  aufgefaGt  werden  als  die  Diagonalen  eines  vollstandigen 
Vierseits,  dessen  drei  Paar  Gegenecken  3£3£1;  D^h,  88i  sind. 
Dieses  Diagonaldreiseit  #2/0  ist  aber  bekanntlich  ein  gemein- 
schaftliches  Polardreiseit  (selbstkonjugiertes  Dreiseit)  fur  samt- 
Iiche  Kegelschnitte  der  Schar,  welcbe  dem  vollstandigen  Vier- 
seit  einbeschrieben  werden  konnen,  und  diese  Kegel schnitt- 
schar  gehort  dem  Gewebe  an.    Wir  konnen  daher  auch  sagen: 

DieKurve®(3)  wird  unihullt  Die  Kurve  C(3)  wird  erfiillt 

vonsamtlichenStrahlentripeln,  von  s'amtlichen  Punkttripeln, 

welche  die  je  drei  Seiten  jedes  welcbe  die  Ecken  jedes  Polar- 

Polardreiseitsbilden,dasirgend  dreiecks    bilden,    das    irgend 

zwei  Kegelscbnitten  des   Ge-  zweiKegelscbnittendesNetzes 

webes  gemeinsam  ist.  gemeinsam  ist. 

Alle  diese  Resultate  folgen  durch  duales  Ubertragen 
aus  den  bereits  friiber  abgeleiteten.  Den  vermittelnden  Zu- 
sammenhang  der  dual  gegeniiberstehenden  Gebilde,  einerseits 
des  Kegelschnittgewebes  und  des  Kegelscbnittnetzes ,  anderer- 
seits  der  Kurven  C(3)  und  &,(3),  bildet  der  Satz: 

Jedes  Punktepaar,  welcbes  als  ausgearteter 
Kegelscbnitt  des  Gewebes  auftritt,  ist  ein  Paar 
konjugierter  Punkte  fur  siimtliche  Kegelschnitte 
des  Netzes,  und  jedes  Linienpaar,  welcbes  als  aus- 
gearteter Kegelscbnitt  des  Netzes  auftritt,  ist  ein 
Paar  konjugierter  Strahlen  fur  siiintlicbe  Kegel- 
schnitte des  Gewebes. 

Je  zwei  konjugierte  Punkte  der  C(3)  (ausgearteter 
Kegelscbnitt  des  Gewebes)  werden  durch  je  zwei 
konjugierte  Tangenten  der  $(3)  (ausgearteter  Kegel- 
schnitt  des  Netzes)  harinonisch  getrennt. 

3.  Der  Zusammenhang  der  Kegelschnitte  ®(2)  des  Ge- 
webes mit  den  Kegelschnitten  K{2)  des  Netzes  tritt  noch 
vollstandiger  hervor  durch  folgende  Betrachtung: 
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Nehnien  wir  irgend  drei  Kegelschnitte 

%<■*>,   «w    e<2> 

des  Gewebes,  welcke  dasselbe  bestimmen,  also  nickt  einer 
Schar  angehoren,  so  bestimnien  die  beiden  Kegelsclmitte 

23  <2)  und  (£<«> 

eine  Scbar,  die  ein  gemeiusames  Polardreieck  hat;  wir  be- 
zeicbnen  die  Ecken  desselben  mit 

h  9,  i 
und  die  Seiten  mit 

dann  sind  x,y,  z  Tangenten  der  ®(3),  wie  wir  wissen  (denn 
die  drei  Pole  von  x  in  Bezug  auf  5((2),  95(J),  (Sl2)  liegen  auf 
einer  Geraden  u.  s.  w.). 

Sei  also  der  Pol  von  X  in  Bezug  auf  2l(->  der  Punkt  £x 
und     „       „       „     y    „        „         „     2t<2>     „         „       \)t 

»        rt        n        »      z     ■>■>         ;>  »     ™  »  »        5i> 

dann  werden 

!  Ui  |-**,    l^'I.-iii    ISJil-^ 

die  konjugierten  Tangenten  zu  a;,  y,  £  sein  fur  die  Kurve  $(3), 

sodass  also 

xx1}    yyl}    zzx 

drei  Paare  konjugierter  Tangenten  der  ®(3)  sind.  Da  nun 
aber  fiir  den  Kegelscbnitt  3l(2)  das  Dreieck  £t  t)x  §t  die 
Polarfigur  des  Dreiseits  xyz  ist,  dessen  Ecken  (i/^)  =  J, 
(##)  =  t),  ixy)  =  #  sind,  so  mussen  sich  nach  einem  be- 
kannten  Satze  (Th.  d.  K.  S.  155)  die  drei  Verbindungslinien 
I  Hi  I,  \Wx\t  l&Sil,  d.h. 

in  einem  Punkte  t  schneiden,  weil  ein  Dreieck  und  seine 
Polarfigur  riicksichtlick  eines  Kegelschnitts  allemal  per- 
spektiv  liegen. 

Wir  haben  daher  folgende  vier  Punkte 

(?y*x)  =  h, 
(yzx,)  =  j, 
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(jwpyj  =  t), 
die  drei  Linienpaare 

gehoren  als  drei  Seitenpaare  einem  vollstandigen  Viereck 
(jt)§t)  an,  und  da  diese  drei  Linienpaare  drei  ausgeartete 
Kegelschnitte  des  Netzes  sind,  so  sind  5,  t),  §,  t  die  vier 
Grundpunkte  eines  Kegelschnittbiischels,  welches  dem  Netze 
angehort.     Dies  giebt  folgenden  Satz: 

Wenn  man  von  zwei  Kegelschnitten  des  Gewebes 
das  gemeinsame  Polardreieck  erinittelt,  dessen  drei 
Seiten  Tangenten  der  £'(3)  sind,  so  schneiden  sich 
die  zu  denselben  drei  konjugierten  Tangenten  der 
$(3)  in  einem  Punkte,  und  derselbe  bildet  mit  den 
drei  Ecken  des  Polardreiecks  ein  vollstandiges  Vier- 
eck, die  vier  Grundpunkte  eines  Kegelschnitt- 
biischels, welches  dem  Netze  angehort. 

Und  dual  gegeniiber: 

Wenn  man  von  zwei  Kegelschnitten  des  Netzes 
das  gemeinsame  Polardreieck  ermittelt,  dessen  drei 
Ecken  Punkte  der  C(3)  sind,  so  schneiden  die  drei 
Seiten  desselben  die  0(3)  in  drei  neuen  Punkten, 
welche  auf  einer  Geraden  liegen  (diese  sind  niimlich 
die  drei  konjugierten  Punkte  der  C(3)  zu  den  Ecken  des 
Polardreiecks).  Diese  neue  Gerade  bildet  zusammen 
mit  den  drei  Seiten  des  Polardreiecks  die  vier  Seiten 
eines  vollstandigen  Vierseits,  dem  eine  Kegelschnitt- 
schar  einbeschrieben  werden  kann,  welche  dem  Ge- 
webe  angehort. 

4.  Ebenso,  wie  wir  in  3.  nur  die  beiden  Kegelschnitte 
35(2)  und  (S|2)  des  Gewebes  in  Betracht  zogen,  konnen  wir 
jetzt  die  beiden  Kegelschnitte 

©«     und     8« 
nehmen  und  von  ihnen  ausgehend  dieselbe  Betrachtung  an- 
stellen;    dann   erhalten   wir  ein  zweites   Kegels chnittbuschel 
des  Netzes  mit  den  vier  Grundpunkten  j',  I)',  §',  t',  und  da 
zwei    Kegelschnitte    des   Netzes    immer    einen    gemeinsamen 
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Kegelschnitt   haben    miissen,    d.  h.   auch    ihre    Grundpunkte 

selbst  auf  eiuem  Kegelschnitt  liegen  (2.)  so  sehen  wir,  daB 

die  acht  Punkte 

h  9;  h  t,   i'\  t),  ti,  t' 

auf  eineru  Kegelschnitt  des  Netzes  liegen  mussen;  dieser 
ist  schon  durch  die  sechs  Punkte 

h    ^    h    ?',    tf'i    h'y 

die  Ecken  zweier  Polardreiecke  riicksichtlich  des  Kegel- 
schnitts  (5(2),  mehr  als  bestimmt;  bekanntlich  liegen  solche 
sechs  Punkte  immer  auf  einem  Kegelschnitt.  DaS  dieser 
nun  dem  Netze  angehort,  ist  das  gewonnene  Resultat,  durch 
welches  die  Kegelschnitte  des  Gewebes  zu  denen  des  Netzes 
in  eine  enge  Verbindung  treten,  was  sich  folgendermaBen 
aussprechen  lliBt: 

Irgend  zwei  Kegelschnitte  des  Gewebes  haben 
ein  gemeinsames  Polardreieck;  nimnit  man  zwei 
solche  Polardreiecke,  so  liegen  die  sechs  Ecken 
derselben  auf  einem  Kegelschnitt  des  Netzes. 

Und  andererseits: 

Irgend  zwei  Kegelschnitte  des  Netzes  haben 
ein  gemeinsames  Polardreieck;  nimmt  man  irgend 
zwei  solche  Polardreiecke,  so  beruhren  ihre  sechs 
Seiten  allemal  einen  Kegelschnitt  des  Gewebes. 

Hiernach  lassen  sich  aus  drei  zur  Bestimmung  des  Ge- 
webes notwendigen  und  hinreichenden  Kegelschnitten  sofort 
drei  Kegelschnitte  ermitteln,  welche  das  zugehorige  Netz 
bestimmen  oder  unigekehrt,  was  keiner  weiteren  Ausfiihrung 
bedarf. 

5.  Wir  wollen  noch  auf  einen  unmittelbaren  Zusammen- 
hang  der  Kurven  C{^  und  $(3)  hinweisen. 

Aus  jedem  Punkte  $P  der  C(3)  gehen  im  allgemeinen 
drei  Tangenten  an  die  $(3),  namlich  die  Verbindungslinie 
|  ^^  |,  welche  9$  mit  seinem  konjugierten  Punkte  ^  ver- 
bindet  und  auBerdem  die  beiden  Doppelstrahlen  derjenigen 
Strahlenin  volution,  welche  dem  Punkte  9$  riicksichtlich 
s'amtlicher  Paare  konjugierter  Punkte  auf  C(3)  zugehort. 
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Wir  wollen  jetzt  nacli  solchen  besonderen  Punkten  X 
der  C(3)  fragen,  fiir  welche  der  erste  Strahl  mit  einem  der 
beiden  letzteren  zusammenfallt.  Ware  dies  der  Fall  und  %l 
der  konjugierte  Punkt  zu  X,  so  nriiBte  j  XXj 1  ein  Doppel- 
strahl  der  zu  X  zugehorigen  Strahleninvolution  sein;  die 
beiden  ubrigen  Punkte,  in  welchen  dieser  von  X  ausgehende 
Doppelstrahl  die  C{3)  trifft,  miiBten  also  konjugierte  Punkte 
sein;  einer  derselben  ist  nun  %lf  der  andere  mtiBte  sein 
konjugierter  Punkt,  d.  h.  X  selbst  sein;  also  lniiBte  die  Ge- 
rade  |  XXX  |  in  X  die  C{3)  beriihren;  wenn  also  ein  Punkt  X 
von  der  verlangten  Art  auf  der  (7(3)  existiert,  so  muB  seine 
Tangente  als  dritten  Schnittpunkt  mit  der  C(3)  den  kon- 
jugierten  Punkt  %t  haben. 

Eine  solche  Gerade  |  C£%1 1  ist  aber  zugleicli  Tangente 
der  ®(3)  und  hat  ihren  Beriibrungspunkt  mit  derselben  in 
dem  vierten  harmoniscben  zu  %t  zugeordneten  Punkt  (§  6, 3) 
rucksichtlich  des  Paares  %%r  Da  nun  von  den  vier  har- 
monischen  Punkten  in  %  zwei  zusammenfallen,  so  muB  auch 
der  dritte  in  denselben  bineinfallen,  wahrend  der  vierte  %t 
getrennt  liegt.  Hieraus  erkennen  wir,  daB  die  Gerade  |  %%l  | 
iu  %  audi  die  Kurve  ^(3)  beriihrt,  also: 

Die  Kurven  0(3)  und  ®C3)  beriihren  sich  in  den- 
jenigen  Punkten,  in  welchen  sie  sich  begegnen 
(d.  h.  sie  haben  in  jedem  solchen  Punkte  dieselbe 
Tangente);  die  Anzahl  ihrer  gemeinsch  aftlichen 
Punkte    reduziert    sich    also,    da    sie    paarweise    zu- 

'-  =  9 ). 

Der  zu  einem  solchen  Punkte  "X  konjugierte  Punkt  %t 
der  C(3)  und  die  zu  einer  solchen  Tangente  t  konjugierte 
Tangente  tx  der  ®(3)  besitzen  eine  merkwurdige  Eigenschaft. 
Die  Tangenten  in  zwei  konjugierten  Punkten  der  (7(3)  mussen 
sich  bekanntlich  wieder  in  einem  Punkte  auf  der  6,(3) 
schneiden,  also  auch  die  beiden  Tangenten  in  X  und  Xt; 
die  Tangente  in  X  schneidet  aber  die  C(3)  nur  noch  in  X0 
also  muB  die  Tangente  in  Xx  ihren  dritten  Schnittpunkt 
mit  der  C(8)  wieder  in  %L  haben,  d.  h.  Xt  muB  ein  Wende- 
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punkt  der  C(3)  sein,  oder  die  Tangente  in  demselben  hat 
mit  der  Kurve  drei  zusamnienfallende  Punkte  gemein.  Wir 
schlieBen  also: 

Die  zu  den  genieinschaftlichen  Punkten  der  C|S) 
und  $(3)  konjugierten  Punkte  der  C(3)  sind  die  Wende- 
punkte  derselben,  und  ebenso: 

Die  zu  den  genieinschaftlichen  Tangenten  der 
$(3)  und  C(:{)  konjugierten  Tangenten  der  $(3)  sind  die 
Riickkehrtangenten  derselben. 

(Riickkehrtangente  einer  Kurve  ist  eine  solche,  fiir  deren 
Beriihrungspunkt  drei  uneadlich-benachbarte  Tangenten  in 
eine  zusanimenfallen.)  Tiber  die  Anzahl,  Realitat  und  Kon- 
figuration  der  Wendepunkte  der  C^  (oder  der  Riickkehr- 
tangenten der  $(3))  wird  uns  eine  spatere  Untersuchung  auf- 
klaren.   (§  28.) 

§  8.  Die  C™  uud  £<»>  als  Tripelkurven. 

1.  Wenn  wir  ein  gemeinsames  Polardreieck  fiir  irgend 
zwei  Kegelschnitte  des  Netzes,  also  auch  fiir  das  ganze  durch 
dieselben  bestimmte  Biischel  des  Netzes  ein  Trip  el  von 
Punkten  nennen;  und  wenn  wir  ein  gemeinsames  Polar- 
dreiseit  fiir  irgend  zwei  Kegelschnitte  des  Gewebes,  also, 
auch  fiir  die  ganze  durch  dieselben  bestimmte  Schar  des 
Gewebes  ein  Tripel  von  Strahlen  nennen,  so  ordnen  sich 
sowohl  die  Punkte  der  C(3J  als  auch  die  Tangenten  der  $(3) 
zu  Tripeln,  in  ahnlicher  Weise  wie  sie  friiher  durch  die 
Paare  konjugierter  Punkte  und  konjugierter  Tangenten  sich 
zu  Paaren  ordneten.  Solche  Punkttripel  der  C(3)  und  Strahlen- 
tripel  der  $ 3)  besitzen  "ahnliche  Eigenschaften,  wie  die 
vorigen  Punkt-  und  Tangentenpaare.  Die  durch weg  parallel 
laufende  Betrachtung  der  dual  gegeniiberstehenden  Gebilde 
doppelt  durchzufiihren  erscheint  iiberfliissig;  wir  werden  uns 
daher  vorzugsweise  ,auf  die  Untersuchung  der  C(3)  als  Trip  el - 
kurve  beschranken. 

2.  Wenn  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  ^8  der  C(3) 
die  Polaren  in  Bezug  auf  samtliche  Kegelschnitte  eines 
Biischels 

Schroter,  Theorie  der  ebenoi  Kur/en  3.  Ordn.  4 
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[J3<2>,  G<% 
welches  dem  Netze  angehort,  konstruieren,  so  laufen  diese 
bekanntlicli  durch  einen  festen  Punkt  ^  der  Cl3)  und  bilden  ein 
einfaches  Strahlbiischel  [^J,  welches  mit  dem  Kegelschnitt- 
busehel  projektiv  ist  (§  4, 5),  sodaB  zu  jedem  Kegelschnitt  des 
Buschels  ein  bestimmter  Strahl  des  Strahlbtischels  [^jSj  zu- 
gehbrt;  aber  auch  umgekehrt  wird  zu  jedem  beliebigen  durch 
^8X  gezogenen  Strahl  g  ein  einziger  bestimmter  Kegelschnitt 
aus  dem  Buschel  [Bi2)C{i)]  zugehoren,  welcher  durch  die  ge- 
forderte  Bedingung  vollstandig  und  eindeutig  bestimmt  ist. 
Sei  nun  dieser  Kegelschnitt  des  Buschels 

fiir  den  ?$  und  g  Pol  und   Polare  sind;  in  gleicher  Weise 
konnen  wir  aus  dem  Buschel 

[Coo  j  (2)] 

des  Netzes  den  bestimmten  einzigen  Kegelschnitt 

ermitteln,  fiir  welch  en  SjS  und  g  Pol  und  Polare  sind;   dann 
haben  die  beiden  Kegelschnitte 

A™     und     B^ 

gleichzeitig  ^5  und  g  zu  Pol  und  Polare,  folglich  auch  das  ganze 
durch  sie  bestimmte  Buschel 

[A^  JV3)]. 

Mithin  ist  der  willkiirliche  Punkt  $P  der  C(3)  ein  Tripel- 
punkt  (Eckpunkt  eines  gemeinschaftlichen  Polardreiecks)  fiir 
ein  gewisses  dem  Netze  angehoriges  Kegelschnittbiischel, 
und  die  beiden  andern  Tripelpunkte  (die  beiden  iibrigen  Ecken 
des  gemeinsamen  Polardreiecks)  miissen  naturlich  auf  g  und 
gleichzeitig  auf  C(3)  liegen;  folglich  sind  sie  die  beiden  iibrigen 
Schnittpunkte  der  durch  tyl  gezogenen  Geraden  g  mit  der  C(3). 

Da  die  Gerade  g  iibrigens  willkiirlich  durch  den  Punkt 
^j  angenommen  wurde,  so  wird  auch  noch  ein  zweiter 
Tripelpunkt  auf  der  C(S)  willkiirlich  anzunehmen  sein;  der 
dritte  Tripelpunkt  ist  aber  dann  vollstandig  und  eindeutig  be- 
stimmt.   Wir  diirfen  demnach  folgendes  Resultat  aussprechen: 

Zwei  Punkte  9$  und  D  der  C(3)  diirfen  beliebig 
als    Ecken     eines    Tripels     derselben    (gemeinsames 
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Polardreieck  fiir  gewisse  zwei  Kegelschnitte  des 
Netzes)  angenommen  werden;  der  dritte  Tripelpunkt 
SR  wird  dann  eindeutig  dadurch  bestirnint,  daG  man 
Q  mit  dem  zu  ?$  konjugierten  Punkt  ^  der  C(3)  ver- 
bindet  und  den  dritten  Schnittpunkt  Sft  ermittelt. 

Hieraus  folgt,  da  es  nur  einen  dritten  Tripelpunkt  9t 
giebt,  da6  derselbe  auch  hervorgehen  muB,  wenn  man  ^  mit 
dem  zu  O  konjugierten  Punkte  £lt  verbindet  und  den  dritten 
Schnittpunkt  dieser  Verbindungslinie  auf  der  C(3)  aufsucht; 
also  mu6  ^^  ^J^)  -  ffi 

sein,  was  denn  auch  bekanntlich  ein  Punkt  der  Cm  ist, 
weil  ^5^t  und  D^  zwei  Paare  konjugierter  Punkte  der 
(70)  sind|  der  zu  9t  konjugierte  Punkt  ist  nun 

und  da  somit  ^  Ol  <3il  in  gerader  Linie  liegen,  so  konnen 
wir  deu  Satz  aussprechen: 

Schneidet  eine  beliebige  Gerade  die  C(3)  in  den 
drei  Punkten  ^  D1  9^,  so  bilden  die  drei  konjugierten 
Punkte  ?$,  D,  9ft  zu  denselben  allemal  ein  Tripel  von 
Punkten  der  C®\ 

Hieraus  schlieften  wir  auf  die  Machtigkeit  der  Punkt- 
tripel  einer  C'3';  sie  ist  namlich  gleichgroB  mit  der  Machtig- 
keit der  Geraden,  welche  sich  in  der  Ebene  ziehen  lassen 
(oo2),  eine  doppelt-unendliche  Mannigfaltigkeit. 

Auch  gilt  der  umgekehrte  Satz: 

Die  zu  drei  Tripelpunkten  einer  C(3)  konjugierten 
Punkte  liegen  allemal  auf  einer  Geraden  und  sind 
nichts  anderes,  als  die  dritten  Schnittpunkte  der 
drei  Seiten  des  Tripeldreiecks  mit  der  C(3). 

Da  wir  zwischen  den  sechs  Punkten  ^5^,  QD,,,  Mdiy  vier 
Gerade 

haben,  so  haben  wir  gleichzeitig  vier  Tripel 

%&%,    ftOiW,    *D|8li,    f&W. 
3.  Hieraus  folgt  zugleich  eine  charakteristische  Eigen- 
schaft  jedes  Punkttripels  einer  (7(3). 

4*     . 
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Zuvorderst  ist  nainlich  klar,  daB  irgend  zwei  Tripel 
der  Ci3)  allemal  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts 
sein  niiissen,  weil  zwei  Biischel  des  Netzes  immer  einen 
Kegelschnitt  gemein  haben  und  zwei  Polardreiecke  fur  einen 
Kegelschnitt  selbst  ihre  sechs  Ecken  auf  einem  andern 
Kegelschnitt  haben. 

Gehen  wir  also  von  einem  Tripel  ^SO^R  der  C(3)  aus  und 
bestimmen  ein  zweites  ^S'D'Sft'  dadurch,  da6  wir  ^3'  un- 
endlich  nahe  an  ^S  und  sQ'  unendlich  nahe  an  £l  heran- 
rucken  lassen,  dann  muB  auch  9ft'  unendlich  nahe  an  9ft  heran- 
riicken,  denn  es  giebt  nur  einen  dritten  Tripelpunkt  zu  ^8 
und  O,  der  in  9ft  hineinfallen  muB;  der  Kegelschnitt,  welcher 
in  Sp  und  O  die  C(3)  beriihrt,  wird  sie  daher  auch  in  9ft  be- 
riihren  miissen,  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Ein  Tripel  von  Punkten  der  (7(S)  besitzt  allemal 
die  Eigenschaft,  daG  ein  Kegelschnitt  die  C'(3)  in 
solchen  drei  Punkten  beriihrt. 

Nehmen  wir  insbesondere  fur  zwei  von  den  willkiirlich 
zu  wahlenden  Punkten  eines  Tripels  der  C(3)  zwei  konjugierte 
Punkte  ty  und^,  so  wird  der  zugehorige  dritte  Tripelpunkt 
nach  dem  Vorigen  der  zu  dem  dritten  Schnittpunkt  ©  der 
Kurve  mit  der  Verbindungslinie  |  $$P,  |  konjugierte  Punkt  Sl 
sein,  d.  h.  derjenige,  in  welchem  sich  die  beiden  Tangenten 
an  ^5  und  ^  schneiden;  und  in  der  That  bilden  auch  die 
beiden  Strahlen  '  ©j  ^  |  und  |  (Bl  ^t  |  einen  ausgearteten  Kegel- 
schnitt, von  dem  man  sagen  darf,  daB  er  die  C(3)  in  den 
drei  Punkten  des  Tripels  $$,  ^x,  <Bi  beriihrt,  weil  ©t  ein 
Doppelpunkt  dieses  Kegelschnitts  ist.  Hiernach  treten  also 
die  Tripel  in  gewissem  Sinne  als  Erweiterung  des  Begriffes 
der  konjugierten  Punktepaare  auf. 

Da  zwei  Punkte  eines  Tripels  immer  willkiirlich  auf 
der  CiS)  angenommen  werden  konnen,  so  laBt  sich  der  obige 
Satz,  wonach  zwei  Tripel  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts 
sind,  auch  so  umkehren: 

Legt  man  durch  drei  Tripelpunkte  der  f7(3)  einen 
beliebigen  Kegelschnitt,  so  schneidet  derselbe  die 
C(3)  allemal  in  drei  neuen  Punkten  eines  Tripels. 
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Hieraus  geht  gleichfalls  die  doppelt-unendliche  Mannig- 
faltigkeit  (oo2)  der  Tripel  hervor,  und  es  laBt  sich  der  Zu- 
sammenhang  derselben  iibersehen. 

Wir  benierken  noch  den  aus  dem  Vorigen  sich  er- 
gebenden  Satz: 

Halt  man  einen  Punkt  ^  der  C(3)  als  Eckpunkt 
eines  Tripels  fest,  so  giebt  es  zu  ihm  unendlich 
viele  Paare  von  Punkten  O  und  SR,  welche  die 
beiden  ubrigen  Ecken  des  Tripels  sind;  diese  liegen 
immer  so  aufderC,(3),  daB  ihre  Verbindungslinie  |JQ?ft| 
durch  einen  und  denselben  festen  Punkt  der  C(3)  geht, 
namlich  den  Punkt  <^l ,  welcher  zu  9$  konjugiert  ist. 

4.  Gehen  wir  von  zwei  Paaren  konjugierter  Punkte  5(?t1 
und  933^  aus,  welche  das  dritte  Paar 

(2193,  2^ 93,)  =  (S    und    (S1231;  ^23)  =  ^ 

liefern,  so  bestimmen  die  vier  Geraden 

|  TO®    ,       2193,(5,  |,     |  XJBC,  |,     |  «,»!<£  | 

eine  Kegelschnittschar  des  Gewebes  und  bilden  ein  voll- 
standiges  Vierseit,  dessen  drei  Diagonalen 

I  to,  |,   1 9393,  i,   !  se,  | 

sind;   die  Durchschnittspunkte  derselben 

(9393,,  £(£,)  -  a,    ((££,,  TO,)  =  b,    (TO,,  9393J  =  c 

bilden  ein  gemeinsames  Polardreieck  fur  samtliche  Kegel  - 
schnitte  der  Schar. 

Xennen  wir  die  dritten  Schnittpunkte  der  C(3)  mit 
den  Geraden  (  gg^  ^     |  m^  ^     |  g^  | 

und  nehmen  aus  der  vorigen  Kegelschnittschar,  fiir  welche 
abc  ein  Polardreieck  ist,  denjenigen  besonderen  Kegel- 
schnitt  &,(2)  heraus,  welcher    die  Verbindungslinie 

beriihrt,  dann  geht  aus  p  an  ihn  die  eine  Tangente  |  pq  | 
und  das  Paar  konjugierter  Strahlen     p  6  !  und    p  a    riicksicht- 


54  Theorie  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung. 

lich  des  Kegelschnitts  #<*>,  weil  a  der  Pol  von  j  pb    =    91^ 
ist;    folglich    ist    die    andere  Tangente  t   aus    p   an  St(2)  der 
vierte   harnionische  Strahl  zu  \  pc\\  zugeordnet  riicksichtlich 
des  Paares  \pb\  und  |  pa  |. 

Ebenso  geht  aus  q  auBer  der  Tangente  |  (\p  |  nocb  eine 
zweite  Tangente  t'  an  ${2\  welche  von  jener  harmonisch 
getrennt  wird  durch  das  Strablenpaar  |  c\a  |  und  |  qb  |. 

Die  beiden  Tangenten  t  und  t'  scnneiden  sich  in  dem 
vierten  harmonischen  Punkt  auf  |  ab  |  =  |  6S,  |,  welcber 
von  dem  Schnittpunkt  (pq,  ab)  harmonisch  getrennt  wird 
durcb  das  Punktepaar  ab. 

Nennen  wir  diesen  Scbnittpunkt  vorlaufig 

(tt')-r'; 
dann  miissen,  weil  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke 

$183(5,  und  pqr' 
denselben  Kegelscbnitt  $(2)  beriihren,  ibre  secbs  Ecken  auf 
einem  Kegelscbnitt  liegen.  Die  drei  Punkte  51,  53,  (S,  bilden 
aber  ein  Punktetripel  der  (7(3),  weil  ibre  konjugierten  Punkte 
31,93,(5  auf  -einer  Geraden  liegen  (2.),  also  muB  dieser  Kegel- 
schnitt  der  C(3)  in  drei  weiteren  Punkten  begegnen,  die  eben- 
falls  ein  Tripel  bilden;  vou  diesen  sind  p  und  q  zwei  Ecken; 
zu  ibnen  giebt  es  nur  einen  einzigen  bestimmten  dritten 
Tripelpunkt  und  derselbe  muB  offenbar  r'  sein,  also  auf 
j  ab  |  =  |  (5(5X  |  liegen;  es  giebt  aber  auf  |  ©(5,  |  nur  noch 
einen  dritten  Punkt  der  C(3),  namlich  r,  folglicb  muB  identisch 

r'  =  r 
sein,  und  wir  erbalten  den  Satz: 

Schneidet  eine  beliebige  Gerade  die  C(3)  in  drei 
Punkten  51,93,©,  deren  konjugierte  Puukte  3^,93,,©, 
seien,  so  bilden  die  drei  Punktepaare  %%n  93 93x ,  (56, 
die  drei  Paar  Gegenecken  eines  vollstiindigen  Vier- 
seits;  die  drei  Diagonalen  desselben  |  %%l  |,  j  93 93A  | , 
1(5(5,1  begegnen  der  C3)  in  drei  neuen  Punkten  p,  q,  r, 
welcbe  ein  Tripel  der  C'3)  bilden. 

Da  p}  q,  r  Tripelpunkte  der  G,(3)  sind,  so  miissen  ibre 
drei  konjugierten  Punkte  p^q^r,  auf  einer  Geraden    liegen. 
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Dies  sind  aber  bekanntlich  diejenigen  drei  Punkte,  in  welchen 
die  Tangenten  in  2153©  (oder  in  2^  23^)  zuui  dritten  Mai 
der  C(3)    begegnen;    wir    erbalten  daher  den  doppelten  Satz: 

Schneidet  eine  Gerade  die  C(3)  in  drei  Punkten 
2(,  23,  ©,  so  treffen  die  Tangenten  in  denselben  die 
C(3)  zum  dritten  Mai  in  drei  neuen  Punkten,  welche 
wieder  auf  einer  Geraden  liegen,  und: 

Zieht  man  in  drei  Tripelpunkten  21,,  S3n  (£x  einer 
Cls>  die  drei  Tangenten,  so  treffen  dieselben  die  C(3)  in 
drei  neuen  Punkten,  welche  auf  einer  Geraden  liegen. 

(Sind  insbesondere  die  drei  Punkte  2t,  23,  (£  auf  der 
unendlich  entfernten  Geraden  g^  gelegen,  werden  also  die 
drei  Tangenten  in  den  unendlich  entfernten  Punkten  der  C(3) 
die  Asymptoten  derselben,  so  nmssen  diese  ebenfalls  der  C(3) 
in  drei  neuen  Punkten  begegnen,  welche  auf  einer  Geraden 
liegen.) 

5.  Die  letzten  beiden  Satze  sind  nur  spezielle  Falle 
von  etwas  allgemeineren,  zu  denen  wir  auf  folgende  Weise 
gelangen: 

Schneide  eine  beliebige  Gerade  die  C(3)  in  drei  Punkten 
2(,  23,  (S,  deren  konjugierte  9^,93,,®!  seien,  und  eine  be- 
liebige zweite  Gerade  die  C(:lJ  in  den  Punkten  21',  23',  ©', 
deren  konjugierte  2lj,  23|,  &,'  seien,  dann  liegen  bekanntlich 
(2.)  diese  zwolf  Punkte  zu  je  dreien  auf  folgenden  acht  Ge- 
raden 


2C23S  \  =  d, 

|  2('23'(5'  \=d', 

ass^j-a, 

1  «'»;<£;  1-*', 

8PJ-6, 

1 93'e;2i;  \  =  b\ 

62(1931 1  -  c, 

1  c'a;®i  |-v, 

und  diese  acht  Geraden  beruhren  einen  und  denselben  Kegel- 
schnitt  des  Gewebes,  wie  wir  wissen  (§  3,  5). 

Aus  sechs  Tangenten  des  Kegelschnitts  konnen  wir 
ein  Brianchonsches  Sechsseit  bilden  und  fur  dasselbe  den 
Brianchonschen  Punkt  (Durchschnittspunkt  der  drei  Ver- 
bindungslinien  der  Gegenecken)  aufsuchen. 

Wenn  wir  inimer  das  Brianchonsche  Sechsseit  voran 
und    den    zugehorigen    Brianchonschen    Punkt    als  Durch- 
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schnittspunkt  dreier  Geraden  darunter  schreiben,  so  erhalten 
wir  folgendes  Schema: 


adba'd'b' 
««'  !,  |  9333'  |,  |  aV,  ba' 


(  bdcb'd'd 

2)  I  |  9399'  |,   |  <£<£',  |  fee',  c&'  '; 
|  edae'd'a' 

3)  I  |W  |,  |  3(31'  |,   |  c<  ad   ; 
f  bcab'c'a' 

}  I  i  «!«/  !,  i  ®i»!  I,  I  «&',  6a'  |; 

|  cabc'a'b' 

1 1  ®i»;  I,  I  WK  b  I  K  e?  ; 

,  I  abca'b'd 

I  |  (5^/  |,  |  a^J  |,  |  ca',  ac'  j; 
_v                     I  ab'ca'bc' 

I  |  a&',W  |,  |  6c',  c 6'  |,  |  ca',  ac'  |. 

Hieraus  wird  nun  ersichtlich,   daB  die   beiden  Dreiseite 
|  5131'  |,  j  9333'  |,  |  (££'  |    und 

ip;i,  i  ©a' i,  i.-<mk.i 

perspektive  Lage  haben,  weil  die  drei  Verbindungslinien 
ihrer  entsprechenden  Ecken  durch  einen  Punkt  laufen  [nach  7.)]; 
folglich  miissen  auch  die  drei  Sebnittpunkte  ihrer  ent- 
sprechenden Seiten  auf  einer  Geraden  liegen;  nennen  wir 
diese  Schnittpunkte 

{%%',%,%[)  =  %",        ■ 

(9393',  93^)  =  93", 

so  sind  dies  offenbar  die  dritten  Schnittpunkte  der  drei  Ge- 
raden |  3T3T  |,  |  9393'  |,  |  <£(£'  |  mit  der  C<3>.  Wir  erhalten 
also  den  doppelten  Satz: 

Trifft  eine  Gerade  g  die  C(:i)  in  den  drei  Punkten 
3t,  93,  (S  und  eine  beliebige  zweite  Gerade  y'  die  C(3) 
in  31',  93',  (£',  und  man  verbindet  die  drei  ersten  Punkte 
in  irgend  welcher  Weise  mit  den  drei  letzten  durch 
drei  Gerade 
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|  ««'  |,    |  9393'  [,    |  <5£'  |, 
so    treffen    diese    drei  Verbindungslinien    die  C(3)  in 
drei  neuen  Punkten  einer  Geraden. 

(Die  Zuordnung  der  drei  ersten  zu  den  drei  andern 
Punkten  ist  dabei  ganz  irrelevant.) 

Andererseits : 

Hat  man  zwei  beliebige  Trip  el  ^i^^i  und 
5(i93{S{  der  Cr(3\  und  man  verbindet  die  drei  ersten 
Punkte  in  irgend  welcher  Weise  mit  den  drei  letzten 
durch  drei  Gerade  |  %t%[  |,  |  93,93;  |,  |  (^©J  |,  so  treffen 
diese  drei  Verbindungslinien  die  C(3)  in  drei  neuen 
Punkten  einer  Geraden. 

(Die  Zuordnung  der  drei  ersten  Punkte  zu  den  drei 
andern  ist  dabei  ganz  irrelevant.) 

Fallen  in  diesen  beiden  Satzen  insbesondere  die  ge- 
strichenen  Punkte  mit  den  ungestrichenen  zusammen,  so 
erhalten  wir  die  Satze  von  4.  Fiigen  wir  noch  zu  den 
obigen  Punkten  %",  93",  (£"  ihre  konjugierten  %[',  93;',  tt{' 
hinzu,  namlieh 

(««;,«!«')- ^r, 

(9393J,  93,93')  =  93;', 

(66;,  ©,(£')  =  ©;', 

so  bilden  offenbar  %[',  %[',  &{'  ein  Tripel  der  C<3>,  und  wir 
konnen  den  dritten  Satz  aussprechen: 

Trif  ft  eine  Gerade  g  die  6'(3)  in  den  drei  Punkten 
%,  93,  (5,  nimmt  man  ferner  ein  beliebiges  Tripel 
%[,  93[,  ©,'  der  C(3),  und  verbindet  die  drei  ersten 
Punkte  in  irgend  einer  Weise  mit  den  drei  letzten 
durch  drei  Gerade  |  %%[  |,  |  9393J  |,  |  <£<£,' |,  so  treffen 
diese  drei  Verbindungslinien  die  Ct3)  in  drei  neuen 
Punkten,  welche  ein  Tripel  der  C(3)  bilden. 

(Die  Zuordnung  der  drei  ersten  Punkte  zu  den  drei 
andern  ist  dabei  ganz  irrelevant.) 

Auch  diese  Satze  sind  nur  spezielle  Falle  von  noch 
allgemeineren,  zu  denen  wir  im  nachsten  Paragraphen  ge- 
langen. 
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§  9.  Erzeugung  der  C(3)  Yermittelst  eines  Kegelschnitt- 
biischels  und  eines  mit  ihm  projektiven  Strahlbuschels. 

1.  Nehmen  wir  irgend  vier  Punkte  der  C(3) 

a;  93,  %  © 

und  ziehen  die  Geraden  |  3193  |  und  j  ©2)  |,  welche  resp.  in 
cx  und  c2  der  Kurve  zum  dritten  Mai  begegnen,  so  mtissen 
nach  dem  in  §  8,  5  bewiesenen  Satze  die  drei  Verbindungs- 
linien  |  3(©  |,  |  932)  |  und  |  cxC2 1  der  C(3)  in  drei  Punkten  einer 
Geraden  begegnen;  ebenso  miissen  auch  |  3(2)  |,  |  93©  |  und 
|  cx  C2 1  der  (7(31  in  drei  Punkten  einer  anderen  Geraden  begegnen; 
treffen  also  die  sechs  Seiten  des  vollstandigen  Vierecks 
31 93  ©2),  nainlich 


9193 

©2) 

31  © 
932) 
93© 
312) 


die  Kurve  C(3)  in  Ct, 

■>}          n            u  n  4, 

'.;          ii            ii  ii  "l> 

11            1>               11  11  ®2l 

99                     99                          99  99  •*! 


M  ' 


a 


ti 


so  miissen  sich 

I  aiOj  I,    I  M,li    1  cic^>  ! 
in  einem  und  deniselben  Punkte  D  der  C(3)  begegnen.     Diese 
drei  Geraden  sind  also  drei  Strahlen  eines  Strahlbuschels  D; 
die  drei  Linienpaare 

|  3193  |  und  |  ©2)  |,  |  3t©  |  und  |  932)  |,  |  ©93  |  und  |  3(2)  | 
konnen  wir  als  drei  ausgeartete  Kegelschnitte  des  Buschels 
mit  den  vier  Grundpunkten  3(93  ©2)  auffassen  und  den  drei 
Strahlen  des  Strahlbuschels  £)  entsprechend  setzen;  durch 
drei  Paare  entsprechender  Elemente  ist  eine  projektive  Be- 
ziehung  zweier  Gebilde  gerade  bestimmt.  Wenn  wir  dem- 
gemaB  das  Kegelschnittbuschel  [3(93©2>]  auf  die  in  §4,5 
angegebene  Weise  auf  ein  einfaches  Strahlbuschel  reduzieren 
und  dasselbe  mit  dem  Strahlbuschel  O  durch  diese  drei 
Paare  entsprechender  Elemente  in  projektive  Beziehung  setzen, 
so  haben  wir  dadurch  das  Kegelschnittbuschel  [3(93  ©2)] 
selbst  auf  das   Strahlbuschel  D   projektiv  bezogen,    so  dafi 
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den  drei  Linienpaaren  desselben  die  drei  Strahlen  |  0  Qx  a£  |, 
|Ob,b2|,  [D^C^I  des  Strahlbtischels  £)  entsprechen.  Nun 
wird  jedem  Kegelschnitt  des  Buschels  [31 93  ©2)]  ein  be- 
stimmter  Strabl  des  Strablbiischels  D  und  urngekehrt  ent- 
sprechen,  und  wir  konnen  nacb  dem  gesamten  Orte  der 
Durcbscbnittspunkte  entsprecbender  Elemente  der  beiden 
projektiven  Gebilde  fragen. 

Dieser  ist  eine  Kurve  dritter  Ordnung  Ct  \  denn  eine 
beliebige  Gerade  g  schneidet  das  Kegelschnittbiischel  in  einer 
Punktinvolution,  das  Strahlbiischel  C  in  einer  einfacben 
Punktreibe  und  beide  Gebilde  steben  in  projektiver  Beziehung; 
sie  baben  aber,  wie  wir  in  §  4,  3  geseben  baben,  im  All- 
gemeinen  drei  incidente  Punkte,  in  welchen  ein  Punkt  der 
Punktreibe  mit  einem  Punkte  des  entsprecbenden  Punkte  - 
paares  der  Punktinvolution  zusaramenfallen,  und  diese  drei 
Punkte  geboren  dem  gesucbten  Orte  an;  derselbe  ist  also 
von  der  dritten  Ordnung.  [Wir  konnen  uns  aucb  in  folgender 
Weise  davon  iiberzeugen,  daB  das  Erzeugnis  beider  pro- 
jektiver Gebilde  eine  Kurve  dritter  Ordnung  ist:  Die  be- 
liebige Gerade  g  scbneidet  die  Kegelscbnitte  des  Biiscbels 
[5(93©®]  in  den  Punktepaaren  j^  einer  Punktinvolution; 
die  Strahlenpaare  |  Oj,  |,  |  Dj2|  liefern  eine  Strahleninvolution; 
ein  beliebiger  durcb  D  gelegter  Kegelscbnitt  $(2)  scbneidet 
das  Strahlenpaar  in  \)l\)i  und  die  Durcbbohrungssebne  |  t)y\)2 
liiuft  durcb  einen  festen  Punkt  @  und  bescbreibt  ein  Strahl- 
biischel, auf  welches  das  Kegelschnittbiischel  reduziert  wird. 
Dieses  Strahlbiischel  [®]  ist  mit  dem  Strablbuscbel  [O] 
projektiv  unserer  Annabme  gerniiB,  und  die  beiden  projektiven 
Strablbuscbel  [<3]  und  [C]  erzeugen  daber  einen  Kegel- 
scbnitt Kl*\  welcber  mit  dem  vorigen  $(2)  auBer  O  noch 
drei  Punkte  im  allgemeinen  gemeinscbaftlicb  hat.  Dieselben 
mit  C  verbunden  geben  drei  Strahlen,  welch  e  offenbar  g  in 
den  gesucbten  drei  Punkten  des  Ortes  treffen,  welcbe  auf  g 
liegen.  Der  erzeugte  Ort  ist  daber  eine  Kurve  dritter  Ord- 
nung, weil  er  auf  jeder  beliebigen  Geraden  drei  Punkte  bat, 
von  denen  immer  einer  reell  sein  muB,  wlihrend  die  beiden 
andern    aucb    konjugiert-imaginar    sein    konnen.]      Das    Er- 
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zeugnis  geht,  wie  unmittelbar  einleuchtet,  durch  die  vier 
Grundpunkte  2(,  93,  (5,  2)  des  Kegelschnittbiischels  und  durch 
den  Mittelpunkt  O  des  Strahlbiischels,  und  enthalt  die 
sechs  Punkte  Ci^,  &i  o2,  CXC2,  also  schon  elf  Punkte  unsererC(3). 

Da  aber  zwei  Kurven  dritter  Ordnung  nicbt  mebr  als 
3.3  =  9  Punkte  gemein  haben  konnen,  ohne  identisch  zu- 
sammenzufallen,  so  ist  die  erzeugte  Kurve  Cl  mit  unserer 
C(3)  identisch.   Hieraus  erkennen  wir  den  fundamentalen  Satz: 

Wenn  wir  durch  irgend  vier  Punkte  %,  93,  S,  © 
einer  C<3)  ein  Busehel  von  Kegelschnitten  legen,  von 
denen  jeder  der  Kurve  noch  in  zwei  weiteren  Punkten 
Ji?2  begegnet,  so  lauft  die  Sehne  j&jfel  bestandig 
durch  einen  festen  Punkt  C  der  C(3)  und  beschreibt 
ein  Strahlbiischel,  welches  mit  dera  Kegelschnitt- 
biischel  [SIS©®]  projektiv  ist. 

Wir  wollen  den  von  SISSSjD  abhangigen  Punkt  D  der 
C(3),  der  schon  durch  zwei  Linienpaare  bestimmt  wird,  den 
Gegenpunkt  des  Pu  nktquadrupels  5I93S2)  nennen. 

2.  Wir.  konnen  das  gewonnene  Resultat  auch  anders 
auffassen: 

Gehen  wir  von  vier  beliebigen  Punkten  der  C,(3)  aus 

%,  93,  6  und  D 
und  mogen  die  Geraden 

|  93  £  |  der  C(3)  zum  dritten  Mai  begegnen  in  o,, 

'*  ™  I     n       »        r>  ■>■>  »  r>  »     "l } 

I  2(93  I  c 

^)ci    i  n 

■°ul  ,       ))         }}  ;?  •}  »  it  »      u2> 

l^n        i?       a        tt  »  »  »  »    ^2? 

I    *^M   I        „  „  „  „  „  „  „      C2, 

so  werden  nach  dem  obigen  Satze  (§  8, 5),  weil 

21,  93,  C,  auf  einer  Geraden  liegen 
und  fc 

°n   °2>    ^      »  »  »  » 

auch  die  dritten  Schnittpunkte  von 

i  *&t  I,    |  93b2  !,    |  Dc, 
auf  einer  Geraden  liegen  miissen;  der  erste  ist  (S,  der  dritte  c2, 
also  schneiden  sich  ,  93b2 1  und  |  (SCg  |  in  einem  Punkte  der  C(?). 
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Weil  ebenso 

,  93,  (5,  Q,   auf  einer  Geraden  liegen 

una 

^1 1    ^8»     V         ft  »  V  77 

so  niiissen  auch  die  dritten  Schnittpunkte  von 

|  93c,  |,    |  6c2  |,    |  ©a,  ! 
auf  einer  Geraden  liegen;  der  erste  ist  31,  der  dritte  ct2,  also 
schneiden  sich      £  C2     und   |  3t  a2 1   in  einem  Punkte  der  C(8). 
Der  Strahl  |  S  C2    enthalt  aber  nur  noch  einen  dritten  Kurven- 
punkt  2),  also  schneiden  sich 

!«tiyi,  '\m2u  \^,\ 

in  einem  und  demselben  Punkte  3)  der  Kurve  C(3).  Jetzt 
ist  wiederum  £)  der  Gegenpunkt  des  Punktquadrupels  %  93  S  5), 
also  jeder  durch  O  gezogene  Strahl  des  Strahlbuschels  muB 
C,(3)  in  zwei  Punkten  £,,  g2  begegnen,  welche  mit  51 93 (E 2) 
auf  einem  Kegelschnitt  des  Biischels  [31 93  (E  2)]  liegen,  und 
wir  erhalten  den  Satz: 

Nimmt  man  auf  einer  C  3)  drei  beliebige  Punkte 
31,  93,  (E,  und  zieht  durch  einen  beliebigen  vierten 
Punkt  jp  derselben  Strahlen,  deren  jeder  in  zwei 
weiteren  Punkten  gu  g,  der  (7(3)  begegnet,  so  wird  der 
ver'anderliche  Kegelschnitt  [$ 93(Eraj2],  welcher  durch 
diese  fiinf  Punkte  bestimmt  wird,  noch  durch  einen 
vierten  festen  Punkt  £>  der  0(3)  laufen  und  ein 
Kegelschnittbiischel  beschreiben,  welches  mit  dem 
Strahlbiischel  [O]  projektiv  ist. 

3.  Aus  der  Erzeugung  der  C(3)  vermittelst  eines  Kegel- 
schnittbuschels und  eines  mit  demselben  projektiven  Strahl- 
buschels konnen  wir  auch  zuruckgelangen  zur  urspriinglichen 
Erzeugung  der  C(3)  (§  3)  vermittelst  zweier  Strahleninvolu- 
tionen  in  projektiver  Beziehung  und  halb-perspektiver  Lage, 
wenn  wir  die  Grundpunkte  des  Biischels  zweckmaBig  wahlen. 

Seien  die  Grundpunkte  des  Kegelschnittbuschels  3193(E$P 
und  der  zugehorige  Gegenpunkt  $P1?  so  wird  dem  besonderen 
Kegelschnitt  des  Biischels,  welcher  durch  ^  geht,  als  ent- 
sprechender  Strahl  des  Strahlbuschels  SJ^    die  Tangente  der 
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C&)  im  Punkte  ^5,  zugehoren.  Wenn  also  diese  Tangente  der 
C(3)  zum  dritten  Male  in  %  begegnet,  so  mussen  die  sechs 
Punkte  %,  93,  £,  ?$,  ^P,,  £  auf  einem  Kegelschnitt  liegen. 
In  gleicher  Weise  miiBte,  wenn  wir  fur  die  Grundpunkte 
eines  erzeugenden  Kegelschnittbuschels  2193(5^!  wahlten  und 
^  der  zugehorige  Gegenpunkt  ware,  der  durch  2I93(£'ipi  s$ 
gelegte  Kegelschnitt  als  sechsten  Schnittpunkt  mit  der  CW 
denjenigen  Punkt  haben,  in  welchem  die  Tangente  in  s$  an 
der  C(3'  derselben  zum  dritten  Mai  begegnet.  Nun  schneidet 
aber  der  durch  die  funf  Punkte  21,  93,  (S,  ty,  ^t  gelegte 
Kegelschnitt  die  6,(3)  nur  noch  in  einem  einzigen  sechsten 
Punkte  %,  also  mussen  die  beiden  Tangenten  der  C(3)  in  ^5 
und  $pt  sich  in  einem  Punkte  %  der  C(3)  begegnen. 

Dies  ist  der  Fall,  wenn  wir  fiir  ^5  und  ^  ein  Paar 
konjugierter  Punkte  der  C(<)  wahlen  (§  2,  7);  nehraen  wir  dies 
an,  so  hat  sowohl  das  Buschel 

[2193©^*]  den  Gegenpunkt  S$l}     als  auch 
[««<£&]    „  „  $. 

Da  aber  ^B^,X  selbst  ein  Tripel  von  Punkten  der  C(3> 
bilden  (§  8,  3)  und  der  durch  dieselben  gelegte  Kegelschnitt 
der  C(3)  in  2(93(5  begegnet,  so  mussen  auch  2(93C£  ein  Tripel 
der  C(3)  bilden  (§  8,  3),  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Legt  man  durch  ein  Punktetripel  2(93S  der  (JW 
.und  einen  beliebigen  Punkt  9$  derselben  ein  Buschel 
von  Kegelschnitten,  deren  jeder  der  C(3)  noch  in 
zwei  weiteren  Punkten  begegnet,  so  lauft  die  un- 
veranderliche  Verbindungslinie  der  letzteren  durch 
einen  festen  Punkt  ^  der  C(31,  den  konjugierten  zu 
$  und  beschreibt  daher  ein  einfaches  Strahlbuschel 
tyl}  welches  mit  dem  Kegelschnittbiischel  projektiv 
ist;  ebenso  wie  fiir  das  Punktquadrupel  [2(936^]  der  Gegen- 
punkt ^  ist,  ist  auch  fur  das  Punktquadrupel  [2(93£^8J 
der  Gegenpunkt  ty.  Wir  erzeugen  hierdurch  die  C(3;  in 
doppelter  Weise  vermittelst  eines  Kegelschnittbuschels  und 
eines  mit  ihm  projektiven  Strahlbiischels. 

4.  Legen  wir  nun  durch  2193(5^3  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt und  lassen  denselben  von  dem  entsprechenden  Strahle 
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des  Strahlbiischels  ^  in  r^  und  £2  durchschneiden,  so  ge- 
horen  diese  Punkte  vermoge  der  Erzeugung  der  C(3'  aus  deni 
Kegelschnittbuschel  und  dem  mit  ihni  projektiven  Strahl - 
biischel  der  C(3)  an.  Schneidet  |  ^Jt  |  die  G,(3>  zuin  dritten 
Mai  in  i)2  und  |  ^J2 1  die  C^  zuin  dritten  Mai  in  t),,  so 
mussen  infolge  der  zweiten  Erzeugung  auch 

auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  dessen  entsprechender  Strahl 

;  %h\h    ist,  und  5(33(5^^,^ 

auf  einem  Kegelscbnitt  liegen,  dessen  entsprechender  Strahl 

I  $&9i  I  ist- 

Da  aber  ^Jjt^  auf  einer  Geraden  liegen,  ^J29i  au^ 
einer  zweiten  Geraden  liegen,  so  werden  nach  unserm  obigen 
Satze  auch  die  dritten  Schnittpunkte  der  drei  Verbindungs- 
linien  ^^  \,  £  j2 1,  |  tjxt)2|  auf  einer  dritten  Geraden  liegen 
mussen.  Nun  ist  |  ^S^S  |  die  Tangente  in  ty,  welche  in  % 
schneidet;  |  £,£_,  |  schneidet  in  ^1?  also  muB  |  ^t)2  |  durch 
den  dritten  Schnittpunkt  von  |X^X|  gehen;  dieser  ist  aber 
^!  selbst,  weil  I  X^S,  |  die  Tangente  in  ^  sein  soil;  also 
folgt,  daB  auch  ^,^1).,  auf  einer  Geraden  liegen,  und  mithin 
91 33  £  ^S  t)l  t)2  auf  dem  entsprechenden  Kegelschnitt  bei  der 
ersten  Erzeugungsart. 

Die  vier  Geraden 

J*i&6l,  \%ibi,  i^i^i,  \$i&) 

bilden  ein  vollstandiges  Vierseit,  dessen  drei  Paar  Gegen- 
ecken  ^S^,  J,  t),,  £2t)2  sind. 

Wenn  wir  nunmehr  auf  den  vier  Seiten  zu  ty  und  ^  die 
zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkte  aufsuchen,  namlich 

(Mifcti)--!, 

(£2t,,^t2)  =  -l, 

so  bilden  J,J2t,t2  ein  Viereck,  und  es  liegen  bekanntHch 
Jt  g2  ^S  auf  einer  Geraden, 

und  die  Schnittpunkte 
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sind  bekanntlich  identisch  (Fig.  1). 

Lassen  wir  in  die  Figur  die  Bewegung  eintreten,  welche 
durch  die  projektive  Beziehung  der  erzeugenden  Gebilde  ge- 
geben  ist,  so  ver'andern  sich  mit  J,J2^i^2  auch  SiSjM,,  aber 
es  lanfen  |  fafa\  durch  den  festen  Punkt  ^S  und  |tjt2| 
durch  den  festen  Punkt  9$t. 

Fig.  1 . 


Wegen  der  harnionischen  lteziehung  geht  durch  fa  die 
Polare  von  ^  rucksiehtlich  des  Kegelschnitts  [SlSS^S^j,], 
und  fa  selbst  ist  der  Schnittpunkt  dieser  Polare  mit  dem 
entsprechenden  Strahle  |  ^E^  |.  Da  die  Polaren  von  ^ 
in  Bezug  auf  samtliche  Kegelschnitte  des  Btischels  [5133£$)3] 
ein  Strahlbiischel  beschreiben,  welches  mit  dem  Kegelschnitt- 
buschel  projektiv  ist;  dieses  aber  mit  dem  Strahlbiischel 
I  ^PiEiEa  !  projektiv  ist,  so  folgt;  daB  der  Punkt  fa  bei  der 
Bewegung  einen  Kegelschnitt  (das  Erzeugnis  zweier  projek- 
tiven  Strahlbiischel)  beschreibt.  Denselben  Kegelschnitt  be- 
schreibt  offenbar  auch  fe;  die  ver'anderliche  Sehne  \  fa  fa  |  dieses 
Kegelschnitts  lauft  aber  durch  den  festen  Punkt  ty,  folglich 
wird  das  Strahlenpaar 

eine   Strahleninvolution    beschreiben;    wir    konnen    also    dea 
Satz  aussprechen: 
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Sind  $  und  ^  zwei  Punkte  der  C(3),  deren  Tan- 
genten  sick  in  eineni  Punkte  X  der  Kurve  schneiden, 
und  dreht  man  umf  einen  Strahl,  welcher  in  £,  und 
t).>  der  C(3'  begegnet,  so  beschreibt  das  Strahlenpaar 
|  ^jSjj,  |,  |  ^t\).>  |  eine  Strahleninvolution. 

In  ganz  gleiclier  Weise  erkemien  wir7  daB  das  Strahlenpaar 

|.$t>|  =    %Zt\     und     |f^:|^|^|4| 

bei  der  projektiven  Bewegung  eine  Strahleninvolution  be- 
schreibt Diese  beiden  Strahleninvolutionen  [$J3]  und  [^j 
sind  beziehungsweise  projektiv  mit  den  von  |  tyi^U  |  und 
^hifa  I  beschriebenen  einfachen  Strahlbiischeln.  Diese  beiden 
Strahlbiischel  selbst  sind  aber  projektiv  (und  zwar  perspektiv 
gelegen);  denn  fur  die  Strahleninvolution  [?$\  wird  jedes 
Strahlenpaar  |  ^£,  |  und  |  ^J2  |  durch  den  festen  Strahl 
|  ^P^i  |  und  den  veranderlichen  Strahl  |  SP^fo  |  harmonisch 
getrennt;  folglich  ist  das  von  |  tyfafe  |  beschriebene  Strahl- 
biischel mit  der  von  |  S$  gt  |  und  \S$£2\  beschriebenen  Strahlen- 
involution projektiv;  mit  letzterer  ist  aber  auch  das  Strahl- 
biischel |  ^j^t,  |  projektiv;  folglich  sind  die  beiden  von 
I  tyhih  I  und  von  I  ^JMi*2  I  beschriebenen  Strahlbiischel  pro- 
jektiv und  daher  auch  die  beiden  Strahleninvolutionen  [$}$] 
und  [%]. 

Sie  befinden  sich  aber  auch  in  halbperspektiver  Lage, 
weil  dem  besonderen  Kegelschnitt 

welcher  beiden  Buscheln  [%% &^]  und  [StSBS^J  gleichzeitig 
angehort,  fiir  das  eine  das  Strahlenpaar  |  ^t%  |  und  |  ^^5  J, 
fiir  das  andere  das  Strahlenpaar  |  ?$%  \  und  J  ^S^Sj  |  zugehort, 
und  da  dies  entsprechende  Strahlenpaare  der  beiden  pro- 
jektiven Involutionen  [?$]  und  [^5,]  sind  und  den  Strahl 
|  ^$$j  I  =e  I  ^t^P  I  gemein  hatfen,  so  befinden  sich  die  In- 
volutionen in  halbperspektiver  Lage. 

Hierdurch  ist  der  Nachweis  geliefert  fiir  die  Identitat 
der  Erzeugnisse  bei  den  beiden  verschiedenen  Er- 
zeugungsweisen;  die  Punkte  5tJJj,  t}^).,  erscheinen  in  der 
Weise  geordnet: 
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hh  und  &9s 

als  Durchschnittspunkte  entsprechender  Elemente  aus  dem 
Kegelschnittbiischel  [2(93(5^S]  und  dem  ihm  projektiven 
Strahlbiischel  ^t;  in  der  Weise  geordnet: 

&%  und  &9i 
als  Durchschnittspunkte    entsprechender  Elemente    aus   dem 
Kegelschnittbiischel    [^S3S^S,]    und    dem    ihm    projektiven 
Strahlbiischel  ^S;  in  der  Weise  geordnet: 

r.t),  und  j2t)2 

als  Durchschnittspunkte  entsprechender  Strahlenpaare  zweier 
Strahleninvolutionen  [^8]  und  [^3,]  in  projektiver  Beziehung 
und  halbperspektiver  Lage.* 

5.  Aus  dieser  allgemeinen  Erzeugungsweise  der  C(3)  ver- 
mittelst  eines  Kegelschnittbiischels  und  eines  mit  demselben 
projektiven  Strahlbiischels  ergeben  sich  eine  Menge  Folge- 
rungen,  von  denen  wir  einige  hervorheben  wollen. 

Wenn  wir  einen  beliebigen  Kegelschnitt  aus  dem  er- 
zeugenden  Biischel  [5t93(£$)]  herausnehmen  und  seine  beiden 
iibrigen  Schnittpunkte  mit  C(3)  durch  (£,  g  bezeichnen,  so 
werden,  weil  auch  das  Linienpaar  |  §193  |  und  |  S®  |  dem 
Biischel  angehort,  die  beiden  dritten  Schnittpunkte  auf  diesen 
Geraden  in  einer  neuen  Geraden  liegen  mit  dem  Gegenpunkt 
des  Punktquadrupels  St 93 ©2),  also  auch  mit  dem  dritten 
Schnittpunkt  auf  |  (£$  j.     Dies  giebt  den  Satz: 

Schneidet  ein  Kegelschnitt  die  C(3)  in  sechs 
Punkten  91,  93,  (E,  2),  (S,  $  und  zieht  man  drei  Sehnen 
|  9(93  |,  |  (£2)  |,  |  (gg  I,  so  schneiden  dieselben  die  C*» 
in  drei  neuen  Punkten,  welche  in  einer  Geraden 
liegen.  (Die  Gruppierung  der  sechs  Punkte  zu  je  zweien 
ist  dabei  vollig  irrelevant);   oder  umgekehrt: 

Schneidet  eine  Gerade  die  C(3)  in  drei  Punkten, 
durch  deren  jeden  eine  neue  Gerade  gezogen  wird, 
welche    der  C(8)  in  zwei  weiteren  Punkten  begegnet, 


*  F.  Schur,  Synthetischer  Beweis  fur  die  Identitat  einer  Tripe!- 
kurve  etc.     (Schlomilchs  Zeitschr.  Bd.  XXIV.) 
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so  liegen  die  dadurch  erhaltenen  sechs  neuen  Punkte 
auf  einein  Kegelschnitt. 

Man  kann  insbesondere  von  diesen  sechs  Punkten  drei 
in  einen  einzigen  zusammenfallen  lassen  und  erhalt  dann 
folgendes  Ergebnis: 

Schneidet  eine  Gerade  die  C(3)  in  drei  Punkten  5(,  93,  (£, 
und  verbindet  man  dieselben  mit  eineni  beliebigen  Punkt  ^5 
der  C<s>  durch  drei  Gerade  \f^\,  |  ^93  |,  \W\,  welche 
mit  der  C(3)  die  dritten  Schnittpunkte  51,,  93,,  (£,  haben, 
dann  wircl  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  ^t^,©,^  geht  und  in 
?$  die  Tangente  der  C(;J)  beriihrt,  notwendig  in  diesem  Punkte 
mit  der  CtS)  drei  zusammenfallende  Punkte,  d.  h.  eine  dreipunk- 
tige  Beriihrung  haben.  Der  Krunimungskreis  dieses  Kegel- 
schnitts  in  ty  wird  also  gleichzeitig  Krummungskreis  fur  die 
(  (0)  im  Punkte  ^  sein  und  kann  demgemaB  konstruiert  werden. 

6.  Sind  21,  93, 6, 2)  die  Grundpunkte  des  erzeugenden  Kegel- 
.selmittbuschels  und  D  der  zugehorige  Gegenpunkt,  also  der 
Mittelpunkt  des  erzeugenden  Strahlbuschels,  so  wird,  wie 
schon  in  4.  bemerkt  wurde,  das  Schnittpunktpaar  J,  £2  eines 
Buschelkegelschnitts  mit  dem  entsprechenden  Strahl  des 
Strahlbuschels  harmonisch  getrennt  durch  0  und  den  Schnitt- 
punkt  der  Polare  von  D  riicksichtlich  des  entsprechenden  Kegel- 
schnitts.  Da  aber  bekanntlich  die  Polaren  von  C  in  Bezug  auf 
stimtliche  Kegelschnitte  des  Biischels  durch  einen  festen Punkt ^P 
laufen  und  ein  Strahlbiischel  beschreiben,  welches  mit  dem  Kegel- 
schnittbiischel  projektiv  ist,  also  auch  mit  dem  erzeugenden 
Strahlbiischel  [£)]  projektiv  sein  muB,  so  erzeugen  die  Strahl- 
biischel [D]  und  [$P]  einen  Kegelschnitt  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Zieht  man  durch  einen  Punkt  D  der  C(3)  Strahlen, 
deren  jeder  in  einem  weiteren  Punktepaare  der  C(3) 
begegnet,  und  bestimmt  man  zu  £)  den  zugeordneten 
vie r ten  harmonischen  Punkt  riicksichtlich  des 
Punktepaars,  so  beschreibt  derselbe  einen  Kegel- 
schnitt, welcher  durch  D  geht  und  dieselbe  Tangente 
in  D  hat,  wie  die  (?(3). 

Wir  wollen  diesen  Kegelschnitt  D(2)  die  konische 
Polare    des   Punktes   D   nennen;    da    sie    schon  in   D   zwei 

5* 
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zusamuienfallende  Punkte  mit  der  C(3)  geniein  hat,  so  schneidet 
sie  dieselbe  im  allgemeinen  noch  in  vier  weiteren  Punkten, 
die  mit  £5  verbunden  offenbar  vier  Taugenten  aus  0  an  die 
C(3)  liefern,  weil  bei  vier  harmonischen  Punkten,  wenn  zwei 
derselben  zusammenfallen,  auch  der  letzte  in  diesen  hinein- 
fallen  mu6.     Wir  schlieBen  also: 

Es  gehen  im  allgemeinen  aus  einem  Punkte  D 
der  C'(3)  aufier  der  Tangente  in  £)  selbst  nocb  vier 
Tangenten  an  die  C'3';  die  vier  Beruhrungspunkte 
derselben  liegeu  auf  einem  Kegelschnitt  0(2),  der 
konischen  Polare  von  O,  welcher  in  C  dieselbe  Tan- 
gente hat  mit  C&\ 

Nehmen  wir  einen  dem  Punkte  O  unendlich  nahen 
Punkt  £)'  der  C(3)  und  legen  aus  ihni  die  vier  neuen  Tan- 
genten an  die  Kurve,  so  erhalten  wir  vier  neue  den  vorigen 
unendlich  benachbarte  Beruhrungspunkte,  und  der  vorige 
Kegelschnitt  kann  auch  aufgefafit  werden  als  gelegt  durch 
die  beiden  Punkte  D,  C  und  die  vier  Schnittpunkte  je 
zweier  unendlich  naher  Tangenten  aus  £)  und  £)',  weil  der 
Schnittpunkt  zweier  unendlich  benachbarter  Tangenten  an 
Stelle  eines  jeden  der  beiden  Beruhrungspunkte  gesetzt 
werden  darf.  Da  nun  solche  sechs  Punkte  auf  einem  Kegel- 
schnitt liegen,  so  mu8  das  Doppelverhaltnis  des  Tangenten- 
quadrupels  aus  D  dem  Doppelverhaltnis  des  Tangenten- 
quadrupels  aus  D'  gleich  sein;  und  gehen  wir  von  C  zu 
einem  neuen  unendlich  benachbarten  Punkt  £)"  iiber  und  so 
fort  auf  der  C(3),  so  behalt  das  Doppelverhaltnis  des  Tangenten- 
quadrupels  bei  festgehaltener  Zuordnung  immer  denselben 
Wert.     Wir  konnen  also  den  Satz  aussprechen: 

Das  Doppelverhaltnis  des  Tangentenquadrupels 
aus  einem  Punkte  0  der  6,(3)  fur  beliebige  Zuordnung 
behalt  bei  der  Veranderung  des  Punktes  C  auf  der 
(7(3),  aber  festgehaltener  Zuordnung,  immer  denselben 
konstanten  Wert.     (Vergl.  §  13,3.) 

Dies  ist  eine  eigene  charakteristische  Konstante  fur  die 
Kurve  dritter  Ordnung,  und  je  nachdem  dieses  Doppel- 
verhaltnis   ein    harmonisches    oder    ein    aquianharmonisches 
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ist,  kann  man  eine  solche  C{5)  eine  harmonische  oder  aqui- 
anharmonische  nennen  und  die  Eigenschaften  dieser  besonderen 
Kurven  C'(3)  aufsuchen.  Auf  die  aus  der  Unveranderlichkeit 
dieses  Doppelverhiiltnisses  hervorgehenden  weiteren  Eigen- 
schaften der  allgemeinen  C(3)  werden  wir  noch  spater  Ge- 
legenheit  haben  naher  einzugeben. 

7.  Sind  %  und  %l  zwei  konjugierte  Punkte  der  G'(3),  und 
konstruiert  man  in  der  angegebenen  Weise  ihre  koniscben 
Polaren  %a)  und  2l[  \  so  wird,  •  wenn  die  Verbindungslinie 
J  %%ix  \  der  C(3)  zum  dritten  Mai  in  3I2  begegnet,  der  Kegel- 
scbnitt  2t(2)  durcb  den  vierten  barmoniscben  Punkt  ?(' 
gehen,  wofern  (^8*0 --1 

ist,  und  der  Kegelscbnitt  2(*  wird  durcb  den  vierten  bar- 
moniscben Punkt  ${[   geben,  wofern 

ist.  Es  ist  also  %2  sowohl  der  vierte  barmoniscbe  zu  2t 
zugeordnete  Punkt  riicksicbtlicb  des  Paares  3t1 5t ',  als  aucb 
der  vierte  barmoniscbe  zu  %x  zugeordnete  Punkt  riicksicbt- 
licb des  Paares  %%'.  Die  Polare  von  %  riicksichtlicb  des 
Kegelschnitts  91  j  geht  also  durcb  denselben  Punkt  2l2,  wie 
die  Polare  von  9[j  riicksicbtlicb  des  Kegelscbnitts  5l(2), 
niimlicb  durcb  den  dritten  Scbnittpunkt  91,  von  |  %%i  j  mit 
der  C*\ 

Da  ferner  ein  Strablenpaar  der  zu  %  zugeborigen  Strablen- 
in volution  und  das  entsprechende  Strablenpaar  der  zu  %v 
zugeborigen    Strahleninvolution    sicb    in    zwei    Paaren   kon- 

iugierter  Punkte       „        ,  .,        „        ,  „ 
•'  °  .1  und  Xu     9)  und  $, 

durchscbneiden,  der  Scbnittpunkt  (Diagonalpunkt) 

aber  auf  den  vierten  barmoniscben  Strablen  durcb  91  und  %{, 
die  dem  gemeinsamen  Strabl  |5l9lj|  zugeordnet  sind  riicksicht- 
licb beider  Strahlenpaare,  liegen  muB,  wie  aus  der  bekannten 
Eigenschaft  des  Vierseits  folgt,  so  sind  einerseits  £,  und  %{ 
konjugierte  Punkte  fur  den  Kegelscbnitt  5((-',  anderseits  jj 
und  9(  konjugierte  Punkte  fur  den  Kegelscbnitt  91^  .    Es  ist 
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also  die  Gerade  j  J^ffgl,  sowohl  die  Polare  von  3^  nach  31  (% 
als  auch  die  Polare  von  St  nach  3tt  .  Wir  erhalten  also 
den  Satz: 

Sind  31  und  3tx  zwei  konjugierte  Punkte  der  C(3), 
3t(2)  und  3t(t2)  die  konischen  Polaren  jener  Punkte,  so 
ist  die  Polare  von  51  riicksichtlich  des  Kegelschnitts 
3tj2'  identisch  mit  der  Polare  von  3tx  riicksichtlich 
des  Kegelschnitts  3t(2). 

Diese  Gerade,  welche  durch  den  dritten  Schnittpunkt 
3t2  von  |  StSt,  |  mit  der  C™  hindurchgeht 

ist  nichts  anderes,  als  die  uns  bekannte  gerade  Linie  / 
(§  3,  l),  welche  die  projektive  Beziehung  der  beiden  er- 
zeugenden  Strahleninvolutionen  vermittelt  und  der  wir  hier 
eine  neue  Bedeutung  abgewonnen  haben. 

Die  allgenieine  Giltigkeit  des  vorigen  Satzes  fur  zwei 
beliebige  Punkte  St  und  93  werden  wir  spater  bei  der  Unter- 
suchung  der  Polareigenschaften  der  CVA)  kennen  lernen  (§21). 

8.  Schneidet  ein  durch  die  vier  Grundpunkte  ernes  er- 
zeugenden  Kegelschnittbuschels  [St  93  ©  2)]  gelegter  Kegel- 
schnitt  die  C(3)  noch  in  (§:  und  $,  so  geht  die  Sehne  |  @3H 
durch  den  Gegenpunkt  D  des  Punktquadrupels  [St  53  6  55]; 
sind  nun  @x  und  f^  die  konjugierten  Punkte  zu  (S  und  $• 
in  dem  alten  Sinne,  so  ist  der  Schnittpunkt  ((£$,  @x  f5i)  "■  ^5 
folglich  miissen  auch  St  93  (£5)  (5^  auf  einem  Kegelschnitt 
liegen,  also: 

Liegen  irgend  sechs  Punkte  31,  93,  ©,  5),  @,  $  einer 
f(3)  auf  einem  Kegelschnitt,  und  nimmt  man  zu 
irgend  zweien  derselben  (etwa  ©  und  $)  die  kon- 
jugierten Punkte  ((5^  und  %l))  so  liegen  die  vier 
iibrigen  St,  93,  (S,  5)  auch  mit  diesen  beiden  neuen 
Punkten  @j,  ^  auf  einem  Kegelschnitt 

Hieraus  folgt,  daB  wenn  (£,,  5^  die  konjugierten  Punkte 
zu  (£5)  sind,  auch  31,  93,  QLn  $)1;  @n  ^  auf  einem  Kegel- 
schnitt  liegen   miissen,    und  endlich,    wenn  St1?  93 1  die  kon- 
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jugierten  Punkte  zu  3193  sind,  daB  auch  3^ ,  93x ,  ©x ,  2^ ,  @x ,  3i 
auf  einem  Kegelschnitt  liegen  miissen;  also  gilt  der  Satz: 

Liegen  irgend  sechs  Punkte  einer  0(3)  auf  einem 
Kegelschnitt,  so  liegen  auch  ihre  sechs  konjugierten 
Punkte  auf  einein  Kegelschnitt. 

Dies  la  St  sich  auch  anders  auffassen: 

Zu  dem  Punktquadrupel  [3195©®]  ist  der  zugehorige 
Gegenpunkt  der  dritte  Schnittpunkt  von  |  @£y  I  m^  ^er  ^(3)i 
zu  dem  Punktquadrupel  [3tx  93x  (Sx  3)J  ist  der  zugehorige 
Gegenpunkt  der  dritte  Schnittpunkt  von  |  (S^x  |  mit  der  C(3); 
da  aber  |  ©^  I  llTm<  I  ®i5i  I  sicn  m  einem  Punkte  D  der  0(3) 
schneiden;  so  folgt: 

Ist  zu  einem  beliebigen  Punktquadrupel  3X93S2) 
auf  der  C(3)  der  zugehorige  Gegenpunkt  D,  und  nimmt 
man  die  zu  3I93G2)  konjugierten  Punkte  31,,  931?  G^,  S)x, 
so  hat  dieses  Punktquadrupel  als  zugehorigen  Gegen- 
punkt denselben  Punkt  O  der  (7(3). 

Suchen  wir  zu  zwei  Paarea  konjugierter  Punkte  313^ 
und  9393x,  als  Punktquadrupel  aufgefaSt,  den  zugehorigen 
Gegenpunkt,  so  wird,  weil  das  Linienpaar  |  3(93  |,  |  3^^  | 
selbst  in  einem  Punkte  der  C(3)  sich  begegnet 

(3(93,  3^93,)  =  ^, 
die  Tangente  in  ^3  den  Gegenpunkt  enthalten;  wenn  daher 
\%%  |  und  |9393J  die  dritten  Schnittpunkte  3t2  und  932 
haben,  so  muS  auch  |  3(2932  |  diesen  Gegenpunkt  enthalten; 
nennen  wir  ihn  *$',  so  liegen  3t>932^$'  auf  einer  Geraden, 
und  $P'  ist  der  dritte  Schnittpunkt  der  Tangente  in  5$. 

Nehmen  wir  in  gleicher  Weise  die  Punkte 
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so  liegen   sowohl   ${2932^3'  in  einer  Geraden, 
als  auch  (£.>S\>Q'    „       „  „ 

und  g2&>    „       „  „       ; 

da  aber  $,  0, 9ft  auf  einer  Geraden  liegen,  sobald  %  93,  (S,  3),  (£,  $r 
sich  auf  einem  Kegelschnitt  befinden  (5.),  da  ferner  auch 
*§',  O',  9ft'  auf  einer  Geraden  liegen  miissen  (§  8,  4)  als  die 
dritten  Schnittpunkte  der  Tangenten  in  den  Punkten  ^P,Q,9ft 
einer  Geraden,  und  da  endlich  durch  ^',  D',  9ft '  die  drei  Ge- 
raden |^%932l>  |  d'©23>2  i,  |9t'@2&l  gehen,  so  iniissen 
%i}  932,  (£2,  2)2,  @2,  $2  au^  einem  Kegelschnitt  liegen  (5.)j 
also  gilt  der  Satz: 

Liegen    sechs    Punkte    21,  93,  ©,  $,  @,  g    einer    0 
auf   einem    Kegelschnitt,    so    liegen   nicht    nur    ihre 
sechs    konjugierten    Punkte    %l}  93j,  &lf  $),,  (S1;  $t    auf 
einem  zweiten  Kegelschnitt,  sondern  auch  die  dritten 
Schnittpunkte    %i}  932,  (£2,  2)2,  ($:.>,  $2    der    sechs    Ver- 

bindungslinien  |  3151,  |,  |  9393,  |,  le^U^^U®^!,!^! 
auf  einem  dritten  Kegelschnitt. 

Die  konjugierten  Punkte  zu  St2,  932,  (S2,  2)2,  ®2?  5-2  sm(^ 
nun  bekanntlich  diejenigen  Punkte  51',  93',  . . .,  $'  der  C1'3',  in 
welchen  die  Tangentenpaare  fur  3l2(j,  9353u  . . .,  ^^  sich 
treffen,  und  da  9I2,  932,  •••7^2  au^  einem  Kegelschnitt  liegen, 
so  mussen  nach  dem  vorigen  Satze  auch  ihre  konjugierten 
Punkte  %\  93', . . .,  %'  auf  einem  Kegelschnitt  liegen;  also  gilt 
der  Satz: 

Liegen  sechs  Punkte  %,  93,  ©,  £),  @,  %  einer  G<® 
auf  einem  Kegelschnitt,  so  treffen  die  sechs  Tan- 
genten der  C(3)  in  diesen  Punkten  die  Kurve  in  sechs 
neuen  Punkten  21',  93',  S',  $',  (£',  g',  welche  ebenfalls 
auf  einem  Kegelschnitt  liegen. 

§  10.  Konstruktion  der  C's>  (lurch  ueun  willkurlich 
und  unabhiingig  voneinauder  gegebene  Punkte. 

1.  Die  Erzeugung  einer  G'(S)  durch  ein  Kegelschnitt- 
biischel  und  ein  mit  demselben  projektives  Strahlbtischel 
fuhrt    zur  Konstruktion    der  Kurve  durch  eine  zu  ihrer  Be- 
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stimmung  notwendige  Anzabl  von  Punkten;  da  die  Kurve 
durch  die  Grundpunkte  des  Biischels  a,  b,  c,  b  imd  den  Mittel- 
punkt  0  des  erzeugenden  Strahlbuschels  selbst  bindurcbgebt, 
und  da  drei  Paare  entsprechender  Elemente  der  beiden  Ge- 
bilde  die  projektive  Beziehung  bestimmen,  so  erbalt  man 
dadurcb  4  +  1  +  3.2  =  11  Punkte  der  Kurve,  die  aber  nicht 
voneinander  unabbiingig  sind;  vielmebr  ist  schon  der  Gegen- 
punkt  D  durcb  die  vier  Grundpunkte  a,  b,  c,  b  bestimint, 
und  auf  drei  durcb  £)  gelegten  Strablen  des  Strablbiiscbels 
liegen  je  zwei  Punkte  mit  0  auf  einer  Geraden.  Wir  konnen 
daber  nur  die  vier  Grundpunkte  a,  b,  C,  b  als  unabbiingig 
voneinander  gegeben  annebmen  und  von  den  Durcbscbnitts- 
punkten  eines  Kegelschnitts  des  Buscbels  mit  dem  ent- 
sprecbenden  Strabl  des  erzeugenden  Strablbiischels  immer 
nur  einen;  nebmen  wir  nur  drei  solcber  Punkte,  so  ist  fur 
jede  beliebige  Annabme  von  D  die  projektive  Beziebung  der 
beiden  Gebilde  gerade  erst  bestimmt. 
Wir  wollen  daber  vier  Punkte 

e,  f,  9,  D 
annebmen  und   den  Punkt  D  so  zu  bestimmen  sucben,  daB 
fur  ibn  den  vier  Kegelscbnitten: 

[abcbe],    [abcbf],    [abcbg],    [abcbf)], 
die  wir  zur  Abkiirzung  so  bezeicbnen  wollen 

vier  Strablen  nisw' 

|  De|,    |  Ofb    |0B[,    [p.jj;| 

projektiv  entsprecben,  die  wir,  ebenfalls  zur  Abkiirzung,  so 
bezeicbnen  wollen  DCefab^ 

Durcb  die  Projektivitiit 

[obcb](ef9f,)AC(ef9{)) 
ist  der  Punkt  D  noch  nicbt  bestimmt,  sondern  auf  einen 
gewissen  Ort  bescbrankt,  einen  Kegelscbnitt,  welcher  durcb 
efgf)  geht  und  ein  bestimmtes  Doppelverbaltnis  fafit.  Der 
Ort  eines  Punktes  D,  welcber  nach  vier  gegebenen  Punkten 
e,  f,  Q,  1)  vier  Strahlen  sendet,  die  ein  Doppelverbaltnis  von 
gegebenem  Werte  liefern,   ist  bekanntlicb   ein   Kegelscbnitt, 
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der  so  konstruiert  werden  kann:  Man  ziehe  |  ef  |,  |  eg  |,  |ef)| 
und  bestimme  durch  e  denjenigen  vierten  Strahl  /,  welcher 
mit  den  drei  ersten  Strahlen  den  gegebenen  Wert  des  kon- 
stanten  Doppelverhiiltnisses  liefert,  darin  wird  der  Kegel- 
scbnitt  ®(2),  welcher  durch  efgfy  geht  und  in  e  die  Gerade  t 
beriihrt,  wodurch  er  gerade  bestimmt  ist,  der  Forderung 
der  Aufgabe  geniigen,  also  der  Ort  von  O  sein. 

Der  Wert  des  Doppelverhaltnisses  ist  aber  hier  gegeben 
durch  die  vier  Kegelschnitte  des  BtLschels 

[oH&Kefrt), 

welches  man  auf  ein  Strahlbiischel  reduzieren  kann  (§  4,  5), 
indem  man  entweder  in  einem  der  vier  Grundpunkte  die 
vier  Tangenten  an  diesen  Kegelschnitten  zieht,  oder  auf  eine 
gerade  Punktreihe,  indem  man  durch  einen  der  Grundpunkte 
eine  beliebige  Trans versale  zieht,  welche  den  Kegelschnitten 
in  vier  Punkten  begegnet,  die  den  Wert  des  Doppelverhalt- 
nisses liefern. 

Aus  dem  Vorigen  geht  hervor,  daB  durch  die  acht 
Punkte  a,  b,  C,  b,  e,  f,  g,  t)  nicht  nur  eine  C(3)  gelegt  werden 
kann,  sondern  unendlich  viele;  denn  jeder  Punkt  D  des  ge- 
fundenen  Kegelschnitts  #(SI  darf  als  Mittelpunkt  eines  er- 
zeugendea  Strahlbiischels  gew'ahlt  werden,  wodurch  dann 
die  ganze  Beziehung  der  beiden  erzeugenden  projektiven  Ge- 
bilde  hergestellt  ist,   also  die  C(3)  vollstandig  bestimmt  ist. 

2.  Nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  Punkt  0  des 
gefundenen  Kegelschnitts  und  konstruieren  die  durch  ihD 
vollstandig  bestimmte  C®\  so  wird  der  Kegelschnitt  $(2) 
mit  der  C(3)  auBer  den  funf  Punkten  e,  f,  g,  t),  D  noch 
einen  notwendigen  sechsten  Schnittpunkt  0  gemein  haben, 
sodaB  die  Projektivitat  erfullt  wird 

[abcb](efgf)o)A  D(efgt)o); 
nehmen  wir  aber  einen  beliebigen  andern  Punkt  Dj  des 
Kegelschnitts  $(2),  so  erhalten  wir  dadurch  eine  andere  C.  , 
welche  durch  das  Kegelschnittbuschel  [ctbcb]  und  das  Strahl- 
biischel [DJ  erzeugt  wird.  Aus  der  Nat  ir  des  Kegelschnitts 
U[i)  geht  aber  die  Projektivitat  hervor 
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D(efgljo)  ADiCefg^o), 
folglich  gilt  auch  die  Projektivitat: 

[aBc^]{cf9|o)A01(ef^o>, 

woraus  folgt,  da6  auch  die  Kurve  C[3)  durch  den  Punkt  0 
hindurchgehen  inuB.  Dies  gilt  fiir  samtliche  Punkte  0,  €>1} . . . 
des  Kegel schnitts  ®*f),  folglich  ergiebt  sich  der  funda- 
mentale  Satz: 

Samtliche  Kurven  dritter  Ordnung  C(3),  welche 
durch  acht  willkiirlich  und  unabhangig  voneinander 
gegebene  Punkte  a,  0,  C,  b,  e,  f,  Q,  t)  gelegt  werden 
konnen,  miissen  noch  durcli  einen  und  denselben 
notwendigen  neunten  Punkt  0  hindurchgehen. 

Sie  bilden  ein  Kurvenbiischel  dritter  Ordnung 
von  gleicher  Miichtigkeit  niit  den  Punkten  eines  Kegel- 
schnitts  Sti;2\  also  von  einfach-unendlicher  Maunigfaltigkeit 
(ac1),  wie  das  ebene  Strahlbiischel  oder  die  gerade  Punktreihe. 

Wir  konnen  den  vorigen  Satz  auch  so  aussprechen: 

Wenn  zwei  Kurven  dritter  Ordnung  C(3)  und  C^3) 
sich  in  neun  Punkten  begegnen,  so  mufi  jede  Kurve 
dritter  Ordnung,  welche  durch  acht  dieser  Punkte 
hindurchgeht,  auch  durch  den  neunten  gehen. 

Solche  neun  Punkte  bilden  eine  Gruppe  von  neun 
associierten  Punkten,  indeni  jeder  derselben  als  der  neunte 
notwendige  fiir  die  iibrigen  acht  aufgefaBt  werden  kann. 

Die  vorige  Betrachtung  gestattet  auch  die  Konstruktion 
des  notwendigen  neunten  Punktes  0,  sobald  die  acht  Punkte 
a,  h,  c,  b,  e,  f,  g,  t)  gegeben  sind. 

Man  lege  die  vier  Kegelschnitte: 

[abcb](efgf)) 
und  konstruiere   in  der  oben  angegebenen  Weise  denjenigen 
Kegelschnitt    & (2',     welcher     durch     e  f  g  \)     geht    und     das 
Doppelverhaltuis  der  vier  Kegelschnitte  faBt;  nun  vertausche 
man  b  und  f),  lege  also  die  vier  Kegelschnitte: 

[abc{)](efgb) 
und  konstruiere  denjenigen  Kegelschnitt  $t[  \  welcher  durch 
e  f  g  b    geht    und    das    Doppelverhiiltnis    dieser    vier    Kegel- 
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schnitte  fal3t;  die  beiden  Kegelschnitte  ®l2)  und  ®[2',  welche 
die  drei  Punkte  e,  f,  g  gemein  haben,  miissen  noch  einen 
vierten  gemeinschaftlichen  Punkt  o  haben,  welcher  der  ge- 
suchte  ist;  er  kann  hiemach  bekanntlick  auf  lineare  Weise 
konstruiert  werden. 

3.  Der  vorige  allgemeine  Satz  liefert  eine  Menge  von 
speziellen  Fallen,  von  denen  wir  nur  zwei  hervorbeben 
wollen: 

Sind  o,  b,  C,  b,  e,  f  irgend  secbs  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts,  so  konnen  die  drei  Geraden 

lab  |,    |cb|,    |ef  | 

als  eine  ausgeartete  Kurve  dritter  Ordnung  aufgefaBt  werden; 
ebenso  die  drei  Geraden 

I  be  |,    |  fa  |,    |bc|. 

Die  neun  Durchschnittspunkte  dieser  beiden  Kurven 
dritter  Ordnung  bilden  also  eine  Gruppe  von  Deun  associ- 
ierten  Punkten;   sie  sind 

a,  b,  c,  b,  e,  f    und 
(ah,  be)  -  p,    (cb,  fa)  =  a,    (be,  ef)  =  r. 

Da  jede  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  durch  acbt 
derselben  geht,  auch  durch  den  neunten  gehen  muB,  so 
niuG  die  ausgeartete  Kurve,  welche  aus  dem  Kegelschnitt 
[obebe]  und  der  Geraden  |  pq  |  besteht,  auch  durch  r  gehen; 
da  aber  r  nicht  auf  dem  Kegelschnitt  liegen  kann,  weil  er 
auf  der  Sehne  |  ef  |  liegt,  so  miissen  tt,  q,  r  auf  einer  Ge- 
raden liegen,  was  den  Pascalschen  Satz  giebt. 

Wenn  zweitens  drei  Kegelschnitte  S*8',  #*2),  $t®]  zwei 
gemeinschaftliche  Punkte  %,  33  haben,  so  haben  je  zwei 
derselben  noch  zwei  weitere  Punkte  gemein,  namlich 

^2)  und  ^2)  haben  gemein  die  Punkte  3(,  93,  al}  fy; 
^3       f>     **i  n  n         »  r>        **->  ^t  a*>  b2; 

^1  V        ^2  »  77  >?  77  **)    ^7   fl3>   ^3  | 

demgemiiB  liegen 
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auf  ®J2)  die  sechs  Punkte  SI,  93,  ct2,  b2,  a3,  b3; 

Fassen  wir  nun  den  Kegelschnitt 

[Sl23a2b2a3b3]  und  die  Gerade  j  ax  bx  | 
als  eine  ausgeartete  Kurve  dritter  Ordnung  auf,  ebenso  den 
Kegelschnitt 

[StSSOgbaC^bi]  und  die  Gerade  |  a2b2  \ 
als    eine    zweite    ausgeartete    Kurve    dritter    Ordnung,    so 
bilden   die  neun  Durchschnittspunkte  derselben  eine  Gruppe 
von  neun  associierten  Punkten;   diese  sind  aber 

%,^,auhl,a2,h2,a3,h.d    und    (a^,  a2b2)  =  o; 
da  nun  von  diesen  die  sechs  Punkte 

%  33,  ct„  bt,  a2,  b2 
auf   einem  Kegelschnitt  liegen,    so  miissen  die  drei  iibrigen 
d3,  b3,  0  auf  einer  Geraden  liegen,  d.  h.  |  o,bx  |,  |  Q2b2 1,  j  Ct3b3 1 
sich  in  einem  Punkte  o  schneiden,  was  den  bekannten  Satz 
giebt: 

Wenn  drei  Kegelschnitte  eine  gemeinschaftliche 
Sekante  haben,  so  niiissen  die  drei  iibrigen  gemein- 
schaftlichen  Sekanten  je  zweier  derselben  sich  in 
einem  Punkte  schneiden. 

4.  Wenn  wir  zu  den  acht  beliebig  auf  der  C(3)  an- 
genommenen  Punkten  a,  b,  C,  b,  e,  f,  g,  f)  die  konjugierten 
Punkte  nehmen  a1}  b1?  Cx,  bx,  e1?  f17  g17  ^  (in  dem  friiheren 
Sinne  §2,7),  so  konnen  wir  auch  zu  den  letzteren  den 
notwendigen  neunten  Punkt  konstruieren;  schneiden  nun  die 
vier  Kegelschnitte 

[a,  b,  c,  b]  (e,  f,  g,  f)) 
die  C'3)  in  den  sechsten  Punkten  e',  f,  gf,  §',  so  miissen  nach 
§9,8    auch    die    konjugierten  Punkte    derselben   t\,  \[,  g'u  f){ 
die  sechsten  Schnittpunkte  der  vier  Kegelschnitte 

[a1;  hu  c,,  bj(e17  fx,  gx,  y 
sein.     Da  die  vier  Sehnen 
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lee",    |ff  |,    |  99' |,    |W| 

sich  in  einem  Punkte  D  der  G'(3)  schneiden,  so  miissen,  wie 
aus  dem  Friiheren  hervorgeht,  auch  die  vier  Sehnen 

k<l,  If.Rl,  ImU  Ifcfcl 

sich  in  demselben  Punkte  D  der  C(3)  schneiden.  Legen  wir  nun 
durch  e,  f,  g,  f),  D  einen  Kegelschnitt,  so  ist  sein  sechster 
Schnittpunkt  mit  der  C(3)  der  notwendige  neunte  Punkt  o  fiir 
die  Gruppe  abcbefgf),  und  legen  wir  durch  eu  f1?  g17  f)n  O 
einen  Kegelschnitt,  so  ist  sein  sechster  Schnittpunkt  der 
notwendige  neunte  Punkt  fiir  die  Gruppe  d1B1C1b1e1f1g1f)1. 
Nun  wissen  wir  aber  (§  9,8),  daB  wenn  die  Punkte  e,  f,  g,  f), 
D,  0  einer  C'(3)  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  auch  die 
sechs  Punkte  eu  fu  gu  1^,,  D,  0  auf  einem  Kegelschnitt  liegen 
mussen;  also  schlieBen  wir: 

Wenn  man  zu  irgend  acht  Punkten  einer  C,(3)  den 
notwendigen  neunten  der  Gruppe  von  neun  associ- 
ierten  Punkten  aufsucht,  so  ist  derselbe  identisch 
mit  dem  notwendigen  neunten  Punkt  der  aus  den 
acht  konjugierten  Punkten  der  ersteren  gebildeten 
Gruppe. 

5.  Da  durch  acht  unabhangig  von  einander  gegebene 
Punkte  unendlich  viele  Kurven  C(3)  gehen,  die  ein  Kurven- 
biischel  von  einfach-unendlicher  Mannigfaltigkeit  bilden,  so 
wird  durch  einen  willkiirlich  hinzugefiigten  neunten  Punkt 
nur  eine  C(3)  gehen  und  durch  diese  neun  Punkte  bestimmt 
sein.  In  der  That  werden  wir  sie  in  folgender  Weise  kon- 
struieren  konnen: 

Wahlen  wir  der  Deutlichkeit  wegen  eine  etwas  ab- 
geanderte  Bezeichnung  und  nennen 

5T,  95,  ©,  2),  1,  2,  3,  4,  5 

neun  willkiirlich  und  unabhangig  voneinander  gegebene 
Punkte  (d.  h.  solche,  von  denen  keine  drei  auf  einer  Ge- 
raden,  keine  sechs  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  und  die 
nicht  alle  neun  eine  Gruppe  von  associierten  Punkten  bilden); 
dann  legen  wir  die  vier  Kegelschnitte 
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|9(SB®a>](l,  2,  3,  4); 

und  bestimmen  denjenigen  durch  1,2,3,4  gekenden  Kegel- 
schnitt  ®|S!),  welcher  das  Doppelverhaltnis  dieser  vier  Kegel- 
schnitte faBt.  Zweitens  legen  wir  die  vier  Kegelschnitte 
|2f93©£]  (1235)  und  bestimmen  denjenigen  durch  1235 
gebenden  Kegelschnitt  &'*"  ,  welcher  das  Doppelverhaltnis 
dieser  vier  Kegelschnitte  fa(?t  Dann  werden  die  beiden  Kegel- 
schnitte $(2)  und  8J81,  welche  bereits  die  drei  Punkte  1,  2,  3 
gemein  haben,  nur  noch  einen  einzigen  reellen  bestimmten 
Punkt  O  gemein  haben;  derselbe  ist  der  gesuchte  Mittelpunkt 
C  des  erzt  ugenden  Strahlbiischels,  welches  mit  dem  erzeugenden 
Kegelschnittbiischel  in  der  projektiven  Beziehung  steht: 

[TOSS]  (12345)  A  0(12345); 
diese  beiden  projektiven  Gebilde  erzeugen  dann  diejenige 
f (;;),  welche  durch  die  neun  gegebenen  Punkte  geht  und 
durch  dieselben  bestimmt  wird.  Die  Konstruktion  des 
Punktes  C  ist  linear  auszufuhren;  er  ist  der  Gegenpunkt  zu 
dem  Punktquadrupel  91 23  (£$).* 

6.  Um  eine  Kurve  C\ }  mit  einem  Doppelpunkt  zu  er- 
zeugen, konnen  wir  an  Stelle  des  Kegelschnittbiischels 
|^(V-8(STJ  eine  Strahleninvolution  ||  D  ||  setzen  und  dieselbe 
in  projektive  Beziehung  bringen  mit  einem  einfachen  Strahl- 
biischel  |  Ox  j ;  jedem  Strahlenpaar  der  Strahleninvolution 
j|  D  ||  entspricht  dann  ein  bestimmter  Strahl  des  Strahl- 
biischels |  Dj  ',  und  der  gesamte  Ort  der  Durchschnittspunkte 
entsprechender  Elemente  dieser  beiden  erzeugenden  Gebilde 
ist  die  G'^3).  Jeder  Strahl  durch  D,  enthalt  daher  noch  zwei 
Punkte  des  Ortes,  welcher  offenbar  selbst  durch  £),  geht; 
jeder  Strahl  durch  £}  enthalt  aber  nur  noch  einen  Punkt 
des  Ortes,  fur  welchen  offenbar  O  ein  Doppelpunkt  ist. 
Dem  Strahle  |  C^D  |  als  dem  Strahlbiischel  |  £)l\  angehorig 
entspricht  in  der  Strahleninvolution  ||  O  ||  ein  Strahlenpaar, 
welches   die  Tangenten   der  C\     in  dem  Doppelpunkte  sind; 

*  Diese  Konstruktion  ist  gegeben  von  Chasles  in  den  Comptes 
rendus  tome  XXXVI  p.  951  et  suiv.  Vergl.  E.  de  Jonquieres:  Essai 
sur  la  generation  des  combes  geometriques  et  en  particulier  snr  celle 
de  la  courbe  de  quatrieme  ordre.     Paris  1858. 
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dein  Strahle  |  00,  |  als  einem  Teile  eines  Strahlenpaares 
der  Involution  ||  O  j|  entspricht  in  dem  Strahlbuschel  |  Ot  |  die 
Tangente   der  G'^3'   im  Punkte  Or     Aus   dieser  Erzeugungs- 


weise  laBt  sich  die  ganze  Theorie  der  C      ableiten. 


Wir  wollen  nur  noch  die  Konstruktion  der  Gy  geben, 
sobald  von  ihr  der  Doppelpunkt  und  die  zu  ihrer  Bestimmung 
notwendige  und  hinreichende  Anzahl  von  weiteren  Punkten 
gegeben  ist;  dies  sind,  wie  wir  sofort  erkennen,  noch  sechs 
Punkte ,  indem  der  Doppelpunkt  drei  in  sich  einschlieBt. 
Denn  geben  wir  den  Doppelpunkt  O  und  noch  sechs  ein- 
fache  Punkte  ©o  a?  D;  tf  b,  e, 

so  konnen  wir  das  Strahlbuschel 

OJabcbe  | 
ziehen  und  nach  O  eine  Strahlenin volution  verlegen,  die 
projektiv  ist  init  dem  Strahlbuschel  |  Ot  |,  sodaB  von  fiinf 
Strahlenpaaren  derselben  Teile  durch  a,  h,  c;  b,  e  gehen, 
und  solchen  Strahlenpaaren  die  Strahlen  des  vorigen  Strahl- 
biisctoels  O,  entsprechend  sind.  Die  Bestimmung  dieser 
Strahleninvolution  ||  O  ||  fiihrt  sehr  einfach  wieder  auf  das 
vorige  Problem  der  Projektivitat  zuruck.  Wir  ziehen  namlich 
die  fiinf  Strahlen  O  I  abcbc  I 

legen    durch    O     einen    beliebigen     Hilfskegelschnitt    Ki2), 
welchem  diese  fiinf  Strahlen  bez.  in 

a',  V,  c',  b',  c' 
begegnen,    und   suchen    sodann    den    eindeutig    bestimmten 
Punkt  ^S  auf,  fur  welchen  die  Projektivitat 

«P|a'6'c'b'e'|  AO,|abcbe| 
erfiillt  wird.  Die  Konstruktion  des  Punktes  ^5  ist  oben  an- 
gegeben.  Ist  ty  gefunden,  so  treffen  die  Strahlen  ^3|o'b'c'b'e'| 
den  Hilfskegelschnitt  K^  in  fiinf  neuen  Punkten  a",  h", 
c",  b",  e",  und  es  ist  ersichtlich,  da6  die  Strahlenpaare, 
welche  O  nach  a'a",  b'b",  c'c",  b'b",  e'e"  sendet,  eine 
Strahleninvolution  bilden;  diese  ist  projektiv  mit  dem  ein- 
fachen  Strahlbiische!  |  ^  |,  folglich  auch  mit  dem  Strahl- 
buschel |  Oj  |,  und  nun  haben  wir  die  beiden  die  Cd  er- 
zeugenden  Gebilde,  das  Strahlbiischel  |  O,  |  und  die  Strahlen- 
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involution  |  O  |  in  projektiver  Beziehung,  und  das  Erzeugnis 
genugt  offenbar  der  Forderung  der  Aufgabe,  durch  die  Punkte 
a,  0,  C,  b,  e,  den  Mittelpunkt  des  erzeugenden  Strahlbiischels 
€)t  und  den  Doppelpunkt  D  hindurchzugehen. 


§  11.    Eine  andere  Losung  der  vorhergehenden 
Aufgabe. 

1.  Hat  man  ein  Kegelschnittbuschel  [5193©^)]  und  ein 
Strahlbuschel  [D]  in  projektive  Beziehung  gesetzt  zur  Er- 
zeugung  einer  C(3),  und  entspricht  einem  beliebigen  Kegel- 
schnitt  X(2)  des  Biischels  der  Strahl  x  des  Strahlbiischels  [0], 
so  gehoren  die  beiden  Schnittpunkte 

Ei  und  j2 
von  3£(2)  und  x  dem  Erzeugnis  C(3)  an. 

Zieht  man  durch  einen  der  vier  Grundpunkte  des  Kegel- 

schnittbuschels,  etwa  durch  £),  eine  beliebige  feste  Gerade  I, 

welche    den    Kegelschnitten    des    Biischels    in    der'  geraden 

Punktreihe  ,  . 

ft) 

begegnet,   so   wird  diese  vom  Punkte   \)   auf  I  beschriebene 

Punktreihe  mit   dem  Kegelschnittbuschel  (§  4,  5),  also  auch 

mit  dem  Strahlbuschel  D  j  x  \  projektiv  sein. 

Wir  legen  nun  den  besonderen  Kegelschnitt  3£^2);  welcher 

durch  die  fiinf  Punkte 

a,  S3,  e,  a,  o 

geht  und  der  Geraden  I  in  t)0  begegnet,  den  veranderlichen 
Strahl  x  aber  in  j'  treffe,  dann  werden  die  drei  Kegelschnitte 

S«,     3£02)     und     [Ix], 

von  denen  der  letzte  ein  Linienpaar  ist,  den  gemeinschaft- 
lichen  Punkt  2)  haben,  also  je  zwei  derselben  noch  drei 
iibrige  gemeinschaftliche  Punkte,  n'amlich 

£(2>  und  3ef:  2193S, 
£(2)     „     [JaQ:  t)£i£2, 

Sohroter,  Theorie  der  ebenen  Kurven  3.  Ordu.  6 
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Nach  einem  bekannten  Satze  (Th.  d.  K.  S.  242):  „Wenn 
drei  Kegelschnitte  einen  Punkt  gemein  haben,  so  haben 
je  zwei  derselben  noch  drei  andere  Punkte  gemein,  welche 
ein  Dreieck  bilden;  die  neun  Seiten  der  dadurch  er- 
haltenen  drei  Dreiecke  beruhren  einen  und  denselben  Kegel- 
schnitt", werden  daher  die  Geraden 

|  *©  |,  |  «(£  |,  |  93(5  |,  |j*|,  hr2|,  x,  11,01,  |t)0r'| 
einen  Kegelschnitt  $(2)  beruhren. 

Lassen  wir  nun  die  durch  die  projektive  Beziehung  der 
beiden  erzeugenden  Biischel  gegebene  Bewegung  in  die  Figur 
eintreten,  so  verandert  sich  aucb  der  Kegelschnitt  $(2),  er 
wird  aber  bestiindig  die  vier  festen  Tangenten  behalten 

12193  1,  [*6  |,  1  93©  |,  |D9o|, 
also  eine  Kegelschnittschar  beschreiben;  auf  einer  der  vier 
gemeinschaftlichen  Tangenten  dieser  Kegelschnittschar  be- 
findet  sich  ein  fester  Punkt  £),  aus  welchem  an  die  Kegel- 
schnitte der  Schar  die  jedesmalige  zweite  veranderliche  Tan- 
gente  x  gelegt  wird.  Diese  beschreibt  daher  ein  Strahl- 
biischel  0|#|,  welches  offenbar  projektiv  ist  mit  der  Kegel- 
schnittschar und  auch,  wie  wir  gesehen  haben,  mit  der  Punkt- 
reihe,  welche  t)  auf  I  beschreibt;  also  ist  auch  die  Kegel- 
schnittschar projektiv  mit  der  Punktreihe  Z(t)).  Das  Tangenten- 
paar  |  ty  r^  |  und  1 1)  J2 1  aus  jedem  Punkte  \)  an  den  entsprechenden 
Kegelschnitt  der  Schar  wird  daher  einen  Ort  umhullen,  der 
das  dual  gegenuberstehende  Erzeugnis  einer  C,(3)  ist,  (erzeugt 
durch  ein  Kegelschnittbiischel  und  ein  mit  demselben  pro- 
jektives  Strahlbuschel)   also  eine  Kurve  dritter  Klasse 

welche  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kegel- 
schnittschar und  den  Trager  der  erzeugenden  geraden  Punkt- 
reihe selbst  zu  Tangenten  hat.  Hieraus  ergiebt  sich  zugleich 
eine  andere  Erzeugungsweise  unserer  Cl3>,  welche  sich  so 
aussprechen  laGt: 

Hat  man  eine  Kegelschnittschar  (mit  vier  ge- 
meinschaftlichen Tangenten)  und  eine  mit  derselben 
projektive  gerade  Punktreihe  (t))  auf   dem  Trager  I, 
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ferner  einen  auf  einer  der  vier  gemeinschaftlichen 
Tangenten  der  Schar  gelegenen  festen  Punkt  D,  und 
legt  man  an  jeden  Kegelschnitt  der  Schar  einerseits 
aus  O  die  noch  iibrige  zweite  veranderliche  Tan- 
gente  x}  andererseits  aus  dem  Punkte  \),  welcher 
dem  Kegelschnitt  der  Schar  entsprechend  ist  in  der 
Punktreihe  l(t))}  das  Tangentenpaar,  welches  dem 
Strahle  x  in  £x  und  j2  begegnet,  so  ist  der  gesamte 
Ort  dieser  Schnittpunkte  jn  J2  eine  Kurve  dritter 
Ordnung  C(3),  die  selbst  durch  D  geht,  sowie  durch 
die  drei  Ecken  des  Dreiseits,  das  von  den  drei 
iibrigen  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Schar, 
die  nicht  O  enthalten,  gebildet  wird.  Nennen  wir 
dieses  Dreieck  5193©,  so  laufen  alle  Kegelschnitte,  welche 
die  je  sechs  Punkte  St,  95,  ©, ^,  £t,  £2  enthalten,  durch  einen  vierten 
festen  Punkt  $5,  der  ebenfalls  auf  C,(3)  Hegt  und  gleichzeitig 
auf  I.  Das  Tangentenpaar  |  t)  £t  | ,  |  t)  £2 1  umhiillt  eine  Kurve 
dritter  Klasse  §t{3>,  deren  Zusammenhang  mit  der  C(3)  im 
Obigen  enthalten  ist. 

Da  die  Gerade  I  ganz  willkurlich  durch  den  Grundpunkt 
2)  des  ursprunglichen  erzeugenden  Kegelschnittbuschels  ge- 
zogen  war,  so  wird  auch  die  zur  Bestimmung  der  Kegel- 
schnittschar  dienende  vierte  gemeinschaftliche  Tangente 

O9o!  =  </ 

eine  frei  zu  wahlende  sein,  wenn  wir  die  neue  Erzeugung 
der  Cw  beabsichtigen. 

2.  Wir  konnen  nun  aus  dieser  eine  zweite  Kon- 
struktion  der  61(3)  durch  neun  willkurlich  und  un- 
abhangig  voneinander  gegebene  Punkte  ableiten,  die 
sich  so  gestalten  wird: 

Seien  die  neun  gegebenen  Punkte 

%,  S,  ®,  D,  1,  2,  3,  4,  5, 

so  ziehe  man  durch  D  eine  beliebige  Gerade  g  und  be- 
stimme  funf  Kegelschnitte,  welche  die  vier  gemeinsamen 
Tangenten 
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15193  |,    |  a®  |,    i  m  I,    g 

haben  und  auBerdem  zu  Tangenten  je  einen  der  funf 
Strahlen 

I  Ol|,     I  02  I,     |  03  |,     |  04  |,     |  05  |; 

sodann  lege  man  an  jeden  dieser  funf  Kegelschnitte,  die 
einer  Scliar  angehoren,  aus  den  funf  Punkten  1,2,  3,  4,  5, 
die  jedesmal  noch  ubrige  zweite  Tangente 

hi     hi     Hi     hi     h 
und  suche  eine  Gerade   I,  welche  diese  fiinf  Geraden  t1}  t2, 
hi  Ui  h  m  solchen  fiinf  Punkten 

9l>       $21       9m       $41       *>5 

schneidet,  da6  die  Projektivit'at  erfiillt  wird 
l(hWJs)'K  0(12345). 

Dadurch  ist  die  Gerade  I  vollstandig  und  eindeutig  be- 
stimmt  nach  dem  Problem  der  Projektivitat,  eine  Aufgabe, 
die  dual  gegeniibersteht  der  oben  (§  10,  s)  gelosten,  und 
deren  Ausfuhrung  daher  keiner  Wiederholung  bedarf. 

Ist  die  Gerade  I  gefunden,  so  kann  man  in  doppelter 
Weise  verfahren: 

1.  Jedem  Punkt  t)  der  Punktreihe  auf  I  entspricht  jetzt 
ein  bestimmter  Strahl  x  des  Stralilbuschels  0  j  x  |  und  ein 
bestimmter  Kegelschnitt  3£(2)  aus  der  Scliar  mit  den  vier 
festen  Tangenten  [«S  |,  |  TO  |,  |  $<£|,  g  und  der  jedes- 
maligen  fiinften  Tangente  x.  Legt  man  aus  t)  an  diesen 
Kegelschnitt  3£(2)  das  Tangentenpaar,  so  schneidet  es  den 
Strahl  x  in  einem  Punktepaar  J^,  dessen  gesamter  Ort  die 
Kurve  G'<3'  erfullt. 

2.  Man  lege  den  b^sonderen  Kegelschnitt  3£0  ,  welcher 
durch  die  vier  Punkte 

«,  93,  (5,  O 
und  den  Schnittpunkt       /T      s 

bestimmt  wird;  dieser  schneidet  I  zum  audern  Mai  in  dem 
Punkte  2),  dem  vierten  Grundpunkte  eines  Kegelschnitt- 
buschels  [2193S®],  welches  mit  dem  Strahlbiischel  O  |  x  J 
projektiv  ist,  indem  immer  dem  Kegelschnitt  [5t93£SDt)]  der 
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Strahl  x  entsprechend  ist,  welcher  dem  Punkte  t)  der  geraden 
Punktreihe  auf  I  entspricht.  Diese  beiden  projektiven  Ge- 
bilde  des  Kegelscb.nittbiiscb.els  \%  93  (52)]  mid  des  Strahl- 
biischels  [O]  erzeugen  dann  in  der  friiheren  Weise  die 
Kurve  C&),  welcbe  durcb  die  gegebenen  neun  Punkte 

%,  93,  (5,  O,  1,  2,  3,  4,  5 

hindurchgebt.  Durcb  die  Konstruktion  des  Punktes  3), 
welcbe  oben  gegeben  ist,  wird  zugleicb  die  Aufgabe  gelost: 

Zu  den  gegebenen  neun  Punkten 

2t,  93,  ©,  O,  1,  2,  3,  4,  5 
einen  solchen  Punkt  2)  zu  linden,  daG  die  Projektivitat  er- 
fiillt  wird        [^gs©®]  (12345)  A  0(12345). 

Diese  zweite  Losung  der  Aufgabe  nimmt  also  nicht, 
wie  die  erste  Losung,  die  vier  Grundpunkte  31,  93,  S,  2)  des 
erzeugenden  Kegelschnittbuschels  als  gegeben  an  und  sucbt 
den  zugehorigen  Mittelpunkt  des  erzeugenden  Strablbuschels 
(Gegenpunkt),  sondern  nimmt  umgekebrt  den  Mittelpunkt 
des  erzeugenden  Strahlbiischels  O  und  drei  von  den  Grund- 
punkten  21,  93,  6  des  erzeugenden  Kegelschnittbuschels  als 
gegeben  an  und  sucbt  den  zugeborigen  vierten  Grundpunkt 
desselben.  Die  aus  dieser  Auffassung  entspringende  Losung 
ist  verscbieden  von  derjenigen,  welcbe  de  Jonquieres  in 
den  Comptes  rendus  tome  XLV,  7.  September  1857  gegeben 
hat.  Sie  findet  sicb  von  CbaslesinLiouville's  Journal  tome  , 
XIX  pag.  366  obne  Beweis  mitgeteilt. 

3.   Nebmen   wir    zur   Bestimmung    einer  C(3)   nur    acht 
Punkte  an  %  ^  ^  ^  ^  ^  ^  ^ 

so  ist  dieselbe  nicbt  vollstiindig  bestimmt,  sondern  es  giebt 
unendlicb  viele  C(3),  welche  durcb  diese  acbt  Punkte  geben; 
denn  die  vorige  Konstruktion  zur  Bestimmung  der  Geraden 
I  fiibrt  auf  die  Bedingung 

HtiWt)  A  0(1234), 
welcher  nicht  bios  eine  Gerade  /  geniigt,  sondern  unendlich 
viele,    die    einen  Kegelschnitt   StP*    umhiillen,    der    die   vier 
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Geraden  tl}t2,tZJ  t±  beriihrt  und  das  Doppelverhaltnis  0(1234) 
fa8t,  d.  h.  jede  Tangente  desselben  wird  von  tlt2t3ti  in  vier 
Punkten  geschnitten,  deren  Doppelverhaltnis  gleich  ist 
D  (1234).  Dieser  Kegelschnitt  $(2)  ist  dadurch  vollst'andig 
und  eindeutig  bestimmt  und  kann  in  bekannter  Weise  kon- 
straiert  werden  (s.  o.). 

Da  nun  fur  I  jede  beliebige  Tangente  dieses  Kegel- 
schnitts  $(2)  gewahlt  werden  kann,  so  giebt  es  unendlich 
viele  C(3),  die  ein  Biischel  von  einfacb-unendlicher  Mannig- 
faltigkeit  bilden,  wie  wir  schon  friiher  (§  10, 2)  gesehen 
haben. 

Mit  der  Kurve  C'(3)  hangt,  wie  wir  gesehen  haben,  eine 
bestimmte  Kurve  ®(3)  (1.)  zusanimen,  die  von  alien  Tan- 
gehtenpaaren  |  t)jx  |,  |  t)£2  i  umhiillt  wird.  Diese  hat  nun 
mit  dem  Kegelschnitt  ®(2),  wenn  wir  eine  bestimmte  Tan- 
gente I  als  Tr'ager  der  erzeugenden  Punktreihe  wahlen,  be- 
reits  die  funf  Tangenten  tlf  t2,  t3)  t±  und  I  gemein,  folglich 
notwendig  noch  eine  reelle  sechste  Tangente,  die  wir  t0 
nennen  wollen,  und  es  muB  daher  auch  die  Projektivifat 
gelten 

[|  a®  |,  I  *<s  1,1  sse  |,  gHhWM  a  K^Wo)- 

Da  aber  fur  jede  beliebige  andere  Tangente  V  des  Kegel- 
schnitts  $(2)  wegen  der  projektiven  Natur  desselben 

sein  muB,  so  ist  auch 

[|«»l,  | si© i,  \m\;mwhhttKV(hWM, 

d.  h.  diejenige  neue  Kurve  $(3)',  welche  vermittelst  der  er- 
zeugenden Punktreihe  auf  V  konstruiert  wird,  hat  ebenfalls 
die  Gerade  t0  zur  Tangente. 

Hieraus  folgt,  da6  s'amtliche  Kurven  dritter  Klasse, 
welche  die  acht  gemeinschaftlichen  Tangenten  haben 

|  2195  |,  |  a®  |,  \W\,9,  ^^,V4, 
noch  eine  und  dieselbe  neunte  notwendige  Tangente  haben 
und  eine  Schar  von  Kurven  dritter  Klasse  bilden,  ein  dem 
friiheren  dual  gegenuberstehendes  Resultat. 
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Zu  den  vier  Strahlen  0(1234)  giebt  es  nun  auch  nur 
einen  einzigen  bestimniten  Strahl  x0,  welcher  der  Bedingung 

geniigt     l(MWd*  {|Ol|,  I  02  |,  |  03  |,  |  04  |,  x0], 
und  ist  derselbe  ermittelt  (in  bekannter  eindeutiger  Weise), 
so  wird  der  Schnittpunkt 

(t0x0)  =  0 
der  neunte  notwendige  Punkt  sein  des  Kurvenbiischels  dritter 
Ordnung,  welches  durch  die  achtPunkte  51,  93,  S,  O,  1,  2,  3,  4 
bestimmt   wird;    denn    der  besondere   Kegelschnitt,    welcher 
die  fiinf  Geraden 

1*8  |;    |  516  I,    |  S3©  |,    g,    x0 
beriihrt,    rnuG    auch    t0    beriihren,    also    miissen    die    beiden 

Dreiecke  2193©     und     gx0t0 

ihre    sechs   Ecken    auf  einem   Kegelschnitt   3E02)    haben;    der 

durch  die  Punkte 

a,   sb,   e,   o,   (x0t0),   (9t0) 

gehende  Kegelschnitt  schneidet  aber  t0,  wie  wir  oben  ge- 
sehen  haben,  zuni  andern  Mai  in  einem  Punkte,  welcher  auf 
(7(3)  Hegt,  also  liegt  der  Punkt 

(xQtQ)  =  0 
auf  samtlichen  Kurven  C(3)  des  Kurvenbiischels  dritter  Ordnung 
und  ist  der  notwendige  neunte  Grundpunkt  dieses  Biischels, 
weil   tQ  alien  Kurven  dritter  Klasse  $(3)   der  vorigen  Schar 
als  neunte  Tangente  genieinschaftlich  ist. 

4.  Wir  sind  also  auch  von  dieser  zweiten  Erzeugung 
der  C(3)  aus  zu  dem  schon  in  §  10,2  gefundenen  Resultate  ge- 
langt;  hier  tritt  aber  noch  eine  andere  fundamentale  Eigen- 
schaft  eines  solchen  Kurvenbiischels  dritter  Ordnung  hinzu, 
die  wir  sogleich  anschlieGen  wollen: 

Ziehen  wir  namlich  durch  0  einen  beliebigen,  aber  festen 
Strahl  x1}  so  wird  jede  Kurve  Cw  des  Kurvenbiischels  demselben 
au(3er  in  O  noch  in  einem  Punktepaar  ^  j{  begegnen,  welches  so 
bestimmt  werden  kann:  Man  nehme  eine  beliebige  Tangente  I 
des  oben  ermittelten  Kegelschnitts  ®(2),  der  t^t^  beriihrt 
und  der  Projektivitat 
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l(*tWd-X  0(1234) 

genugt.  Dem  Strahle  xl  durch  0  gehort  dann  auf  I  ein 
bestiuimter  projektiv  entsprechender  Punkt  t)t  zu,  sodafi  die 
Projektivitat  erfullt  wird 

["{WW  G«WMA{|01|    |02|    !03|    1041^}; 

durch  die  fiinf  Tangenten 

|  *»  \    |«<E|,    |  IBS  I,    g,    xx 

ist  ein  bestimmter  Kegelschnitt  K{2)  fixiert,  und  das  Tan- 
gentenpaar  aus  t)x  an  denselben  trifft,  den  Strahl  xx  in  dem 
gesuchten  Punktepaar  J^Ej'.  Verandern  wir  nun  I  langs  des 
Kegelschnitts  $(2),  wahrend  xlf  also  auch  der  Kegelschnitt 
K.W  unverandert  bleibt,  so  wird  nur  der  Punkt  t)l  sich  ver- 
andern und  zwar,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  auf  einer  Geraden 
llt  welche  Tangente  an  ®(2)  ist;  denn  werden  vier  feste 
Tangenten  tlf  t2,  t3,  t4  eines  Kegelschnitts  ®(2)  von  einer 
variablen  Tangente  I  in  vier  Punkten  getroffen  und  auf 
letzterer  allemal  ein  solcher  Punkt  t)i  bestirnmt,  dafi  die 
Punktreihe  ^  (;y  (;y   (/y   ^ 

immer  mit  sich  projektiv  bleibt,  d.  h.  fur  jede  andere  Tan- 
genterauch         I  {tlWM  7,  V  (tlW^[) 

wird,  so  muB  |  ^tjj  |  =  lx  eine  feste  Tangente  des  Kegel- 
schnitts $(2)  sein,  wie  aus  der  bekannten  Grundeigenschaft 
des  Kegelschnitts,  welcher  durch  zwei  projektive  Punkt- 
reihen  erzeugt  wird 

unmittelbar  sich  ergiebt. 

Hieraus  folgt  nun,  daB  man  von  den  Punkten  tjx  einer 
Geraden  lx  die  Tangentenpaare  an  einen  festen  Kegelschnitt 
Km  zu  legen  hat  und  die  Schnittpunktpaare  derselben  mit 
einer  festen  Tangente  xt  des  Kegelschnitts  K(2)  aufzusuchen 
sind,  um  das  gesuchte  Punktepaar  r^rj  zu  erhalten.  Nach 
einem  bekannten  Satze  (Th.  d.  K.  S.  152)  bilden  aber  diese 
Schnittpunktpaare    eine   Punktinvolution,   und    wir    erhalten 
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eine  charakteristische  Eigenschaft  fur  das  Kurvenbiischel 
dritter  Ordnung: 

Zieht  man  durch  einen  der  neun  Grundpunkte 
eines  Kurvenbiischels  dritter  Ordnung  eine  feste 
Gerade,  welche  jeder  Kurve  des  Buschels  noch  in 
zwei  weiteren  Punkten  begegnet,  so  bilden  diese 
Paare  von  Schnittpunkten  auf  der  Geraden  eine 
Involution  von  Punktepaaren. 

(Es  giebt  also  insbesondere  zwei  Kurven  des  Buschels, 
welche  eine  durch  einen  Grundpunkt  gehende  Gerade  be- 
riihren,  ferner  lassen  sich  hiernach  solche  Kurvenbiischel 
wieder  in  projektive  Beziehung  setzen  zu  anderen  Gebilden 
von  gleicher  Machtigkeit  u.  s.  w.) 
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gehende Konstruktionen  der  C{Z\ 

1.  Die  Erzeugung  der  Ci3)  durch  zwei  Strahleninvolutionen 
in  projektiver  Beziehung  und  halbperspektiver  Lage  (§3) 
fuhrt  uns  zu  einer  Verallgemeinerung,  welche  wieder  andere 
Erzeugungsweisen  und  Konstruktionen  der  C{3)  liefert. 

Eine  Strahleninvolution  ist  namlich  nur  ein  spezieller 
Fall  eines  Kegelschnittbiischels,  bei  welchem  samtliche 
Kegelschnitte  in  Linienpaare  ausgeartet  sind. 

Ein  Kegelschnittbiischel  wird  bestimmt  durch  zwei 
Kegelschnitte,  deren  vier  gemeinschaftliche  Punkte  die 
Grundpunkte  des  Buschels  sind.  Nehmen  wir  nun  zwei 
Linienpaare  aa1}  bbx  an,  die  denselben  Doppelpunkt  haben 

(aaj  =  (&&,)  =  D 
zur  Bestimmung   eines  Kegelschnittbiischels,  so  werden  die 
Grundpunkte    desselben    alle    vier   in    einen    und    denselben 
Punkt  D  hineinfallen;  jeder  weitere  Kegelschnitt  des  Buschels 
kann  mit  den  beiden  Kegelschnitten 

tt«  =  [aa,]     und     W*  =  [6&J 
keine  anderen  Punkte  als  die  vier  in  O  zusammenfallenden  ge- 
mein  haben,    mu6  daher  auch  in  ein  Linienpaar  ausarten, 


90  Theorie  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung. 

welches  in  D  seinen  Doppelpunkt  hat.  Es  niuS  aber  die 
charakteristische  Eigenschaft  jedes  Kegelschnittbiischels  er- 
halten  bleiben,  daB  namlich  jede  Gerade  von  den  Kegel- 
schnitten  des  Biischels  in  Punktepaaren  einer  Punktinvolution 
geschnitten  wird;  folglich  geht  dies  besondere  Kegelschnitt- 
biischel in  eine  Strahleninvolution  [£)]  iiber,  deren  Strahlen- 
paare  ausgeartete  Kegelschnitte  des  Biischels  sind. 

Wir  konnen  nun  an  Stelle  der  beiden  erzeugenden 
Strahleninvolutionen  zwei  allgemeine  Kegelschnittbiischel 

[St  95(535]     und     [^S,®,^] 

in  projektive  Beziehung  setzen;  ihr  Erzeugnis  wird  dann 
eine  Kurve  vierter  Ordnung,  weil  die  beiden  auf  einer  be- 
liebigen  Geraden  g  ausgeschnittenen  Punktinvolutionen  im 
allgenieinen  vier  solche  Punkte  liefern,  in  denen  ein  Punkt 
des  einen  Paares  niit  einem  Punkte  des  entsprechenden 
Paares  koinzidiert  (§  4, 3).  Wir  konnen  es  aber  so  ein- 
richten,  daB  die  erzeugte  Kurve  vierter  Ordnung  zerfallt, 
indem  ein  Teil  der  Durchschnittspunkte  entsprechender 
Elemente  eine  gerade  Linie  erfiillt,  also  der  iibrige  Ort  der 
Durchschnittspunkte  eine  C(3)  erfiillen  muB.  Dies  war  auch 
bei  den  beiden  erzeugenden  Strahleninvolutionen  der  Fall 
wegen  ihrer  halbperspektiven  Lage,  weil  in  der  Verbindungs- 
linie  ihrer  Mittelpunkte  zwei  Strahlen  vereinigt  wareu,  die 
entsprechenden  Strahlenpaaren  angehorten. 

Zwei  Kegelschnittbiischel  [3tS3(5®]  und  [2^  93,  (^2),], 
die  auf  einer  Geraden  g  dieselbe  Strahleninvolution  aus- 
schneiden  und  durch  diese  zugleich  in  projektive  Beziehung 
gesetzt  werden,  erfiillen  die  geforderte  Bedingung;  die 
iibrigen  Schnittpunktpaare  je  zwei  entsprechender  Kegel- 
schnitte der  Buschel  werden  daher  eine  C(3)  erzeugen  miissen. 
Solche  Kegelschnittbiischel  lassen  sich  nun  auf  verschiedene 
Art  herstelleu. 

2.  Nehmen  wir  die  neun  Punkte 

a,  93,  %  a,  *x,  »17  Ci,  1,  2 

beliebig  und  unabhangig  voneinander  an,  legen  den  Kegel- 
schnitt  [2193(5351],  welcher  durch  diese  fiinf  Punkte  gerade 
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bestimmt  wird,  und  nehmen  wir  die  vier  Punkte  '$il'i&l(^ll 
als  Grundpunkte  eines  Kegel schnittbiischels  an,  so  wird  jeder 
Kegelschnitt  desselben  deni  ersten  Kegelschnitt  [513363)1] 
auBer  in  dem  Punkte  1  noch  in  drei  (ibrigen  Punkten  be- 
gegnen,  die  ein  Dreieck  bilden.  Die  Seiten  aller  dieser 
Dreiecke  uinhiillen  bekanntlich  (Th.  d.  K.  S.  242)  einen 
Kegelschnitt  $(2),  welcher  auch  dem  Dreieck  SCj_  S8t  (Sx  ein- 
beschrieben  ist. 

Nehmen  wir  in  gleicher  Weise  den  festen  Kegelschnitt 
[2193  S3)  2]  und  legen  ein  Kegelschnittbuschel  durch  die  vier 
Grundpunkte  H1931©12,  so  schneiden  die  Kegelschnitte  des- 
selben den  festen  Kegelschnitt  auBer  in  2  noch  in  je  drei 
Punkten,  die  ein  Dreieck  bilden.  Die  Seiten  aller  dieser 
Dreiecke  umhiillen  ebenfalls  einen  Kegelschnitt  $  ,  der  dem 
Dreieck  5tx  951  (Xx  einbeschrieben  ist. 

Nun  haben  die  beiden  Kegelschnitte  $(2)  und  $(2)  bereits 
drei  gemeinschaftliche  Tangenten 

|*,Bf|,  |  21,6,  |,  |2$AI, 
folglich  noch  eiue  vierte  reelle  gemeinschaftliche  Tangente 
g,  die  in  linearer  Weise  zu  konstruieren  ist.  Diese  Gerade 
g  muB  die  doppelte  Eigenschaft  besitzen,  daB  sowohl  die 
beiden  Schnittpunkte  von  g  und  [21  S3  6  5)1]  mit  den  vier 
Punkten  2lx,  9317  6X,  1  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  als 
auch  die  beiden  Schnittpunkte  von  g  und  [21 93 (S3) 2]  mit 
den  vier  Punkten  31,,  23j,  ©,,  2  auf  einem  Kegelschnitt 
liegen.     Nennen  wir  diese  beiden  Kegelschnitte 

JC*     und     JKf, 
so   werden  sie  auBer  den    drei    gemeinschaftlicheu   Punkten 
2l1;   93x,   (Ej    noch    einen    reellen    vierten    gemeinschaftlichen 
Punkt  <£, 

haben,  der  in  linearer  Weise  konstruiert  werden  kann. 

Jetzt  besitzt  also  die  gefundene  Gerade  g  die  verlangte 
Eigenschaft,  daB  die  beiden  Kegelschnittbuschel    . 

[21536©]     und     [2^23^2),] 
auf  der  Geraden  g  dieselbe   Punktinvolution  ausschneiden, 
welche    durch    die    vorigen    beiden    Punktepaare    bestimmt 
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wird.  Die  iibrigen  beiden  Schnittpunkte  je  zweier  ent- 
sprechender  Kegelschnitte,  welche  durch  dasselbe  Punkte- 
paar  der  Involution  auf  g  hindurchgehen,  werden  daher  eine 
Kurve  C(3)  erfullen,  welche  durch  die  gegebenen  neun  Punkte 
St,  SB,  (£,  ®,  Stj,  »!,  61;  1,  2  hindurchgeht.  (Diese  Losung 
des  Problems  ist  von  Chasles  in  den  Comptes  rendus  tome 
XXXVI,  30.  Mai  1853  angegeben.) 

3.  Nehmen  wir  andererseits  die  neun  Punkte 

a,  s,  e,  all  ©,,  <£„  1, 2, 3 

beliebig  und  unabhangig  voneinander  an  und  legen  die  durch 
je  fiinf  Punkte  bestimmten  beiden  Kegelschnitte 

[*8<E12]     und     [^93^,12], 
so   haben    dieselben   auBer    12   noch    zwei   weitere    gemein- 
schaftliche    Punkte,    deren    immer    reelle    Verbindungslinie 
die  zweite  gemeinschaftliche  Sekante 

9 
der  beiden  Kegelschnitte  ist.     Nennen  wir  das  (reelle  oder 
konjugiert-imaginare)  Punktepaar  auf  g 

Mfci 

dann  schneiden  die  durch  je  vier  Punkte  als  Grundpunkte 
bestimmten  beiden  Kegelschnittbuschel 

[5193(53]     und     [StiSBA  3] 
auf  g  zwei  Punktinvolutionen  aus,  welche  ein  gemeinschaft- 
liches  (reelles  oder  konjugiert-imaginares)  Punktepaar: 


haben. 


nq 


Die  beiden  Panktepaare 

Wi    und    q<u 
bestimmen  auf  g  eine   neue  Punktinvolution  fjjj,    und    die 
beiden  Kegelschnitte 

[raejjj  und  [^bassj 

laufen  daher  jeder  durch  einen  vierten  festen  Punkt 

2)     und     $),, 
welche  durch  zwei  dieser  Kegelschnitte  bestimmt  werden. 
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Die  beiden  Kegelschnittbuschel 

[2123©®]     und     [a^!©!©  J 

schneiden  auf  der  Geraden  g  dieselbe  Punktinvolution  aus 
und  sind  vermittelst  derselben  in  projektive  Beziehung  ge- 
setzt.  Der  Ort  der  ubrigen  beiden  Scbnittpunkte  zweier 
entsprechenden  Kegelsehnitte  der  projektiven  Biischel  wird 
daher  eine  C(3)  sein7  welche  durch  die  gegebenen  neun  Punkte 
%,  93,  ©,  2t15  S3X,  ©1?  1,  2,  8  hindurchgeht.  (Diese  Losung 
des  Problems  ist  von  Chasles  in  den  Comptes  rendus  tome 
XLI,  24.  Decembre  1855  angegeben.) 

In  dem  Falle,  daB  das  Punktepaar  ppt  konjugiert- 
imaginar  ist,  wird  es  durch  eine  elliptiscbe  Punktinvolution 
vertreten,  die  den  beiden  Kegelschnitten  [5153  ©12]  und 
[2tx £3j Si  1  2]  gemeinsam  zugehort.  Auch  das  Punktepaar  q,qx 
kann  konjugiert-imaginar  sein,  sobald  namlich  die  beiden 
Punktinvolutionen,  welche  [31 93  ©3]  und  [Sf1SB1613]  auf  g 
ausschneiden,  beide  hyperbolisch  sind,  und  ihre  Doppelpunkte 
sich  trennen;  diese  beiden  Paare  von  Doppelpunkten  be- 
stimmen  aber  dann  eine  neue  elliptische  Punktinvolution, 
deren  konjugiert-imaginare  Doppelpunkte  q,  ^  sind.  Wir 
haben  also  auf  g  zwei  elliptische  Punktinvolutionen,  die 
immer  ein  reelles  gemeinsames  Paar  konjugierter  Punkte 
besitzen.  Diese  bilden  alsdann  die  Doppelpunkte  einer  hyper- 
bolischen  Punktinvolution  auf  g,  welche  die  gesuchte  [gjj  ist. 

4.  Es  lafit  sich  noch  in  anderer  Weise  das  Erzeugnis 
zweier  projektiven  Kegelschnittbuschel  (eine  Kurve  4.  0.) 
so  zerf alien,  daB  eine  gerade  Linie  herausfallt  und  nur  noch 
eine  (7(3)  iibrig  bleibt.  Wenn  wir  namlich  in  den  beiden 
projektiven  Kegels chnittbuscheln 

[St93©$]     und     [^SBA©,] 

denjenigen  Kegelschnitt  des  ersten  Bfischels,  welcher  aus 
dem  Linienpaar  |  51  S3  |  und  |  ©3)  |  besteht,  demjenigen  des 
zweiten  Biischels,  welcher  aus  dem  Linienpaar  |  SIj  S3X  |  und 
|  ©1®j  |  besteht,  entsprechen  lassen  und  die  Grundpunkte 
so  wahlen,  daB  die  Strahlen 
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\*m  =  \mA\ 

identisch  zusammenfallen ,  dann  werden  samtliche  Punkte 
dieser  Geraden  der  Bedingung  des  Ortes  geniigen  und  der 
Ort  der  ubrigen  Schnittpunkte  entsprechender  Elemente 
beider  projektiven  Gebilde  wird  eine  C(3)  sein.  Wir  er- 
reichen  dies  am  besten,  indem  wir  identifizieren 

8  =  ft,     und    93  =  93i; 
dann    werden    aber    die  Punkte  63)    und  6^!    nicht  mebr 
unabbangig  voneinander  sein,  denn  da  das  Linienpaar  |2193| 
und  j  63)  |  dem  Linienpaare  |  5193  |  und  |  (5,  ^  |  entsprechen 
soil,  so  muB  der  Schnittpunkt 

dem  Orte  6,(3)  angehoren.  Diese  Punkte  durfen  also  nicht 
mebr  willkurlich  gewablt  werden,  sondern  nur  drei  von 
ihnen;  wir  wablen  63)  und  6X  und  sucben  3)t  dann  so  zu 
bestimmen,  daB  das  Erzeugnis  auBerdem  eine  zu  seiner  Be- 
stimmung  notwendige  und  binreicbende  Anzabl  weiterer 
Punkte  entbalt.  Wir  werden  sogleich  sehen,  daB  bierzu 
nocb  vier  weitere  Punkte 

1,  2,  3,  4 

notwendig  und  binreicbend  sind,  damit  das  Problem  ein 
vollig  bestimmtes  werde.  Damit  nun  aucb  dem  Linienpaar 
|  §183  |  und  |  63)  das  Linienpaar  !  2193  \  und  |  6^  |  ent- 
sprecbend   sei,    miissen  wir  noch   einen   iibrigens  beliebigen 

Punkt  5  auf  |  2123  | 

annehmen  und  konnen  dann  die  Aufgabe  so  formulieren: 
Es  sind  neun  Punkte 

21,  93,  6,  2),  6U  1,  2,  3,  4 
willkurlich  und  unabbangig  voneinander  gegeben;  man  nimmt 
einen     beliebigen    Punkt    5    auf    |  5193  |     an    und    verlangt 
einen  solchen  Punkt  <$)l  zu  ermitteln,  daB  die  Projektivitat 
erfullt  wird 

[219363)]  (12345)  A  [21936,3),]  (12345), 
in  welcher  allein  der  Punkt  3)t  unbekannt,  alle  ubrigen  ge- 
geben sind.     Denn  da  21,  93,  5  auf  einer  Geraden  liegen,  so 
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muB  der  Kegel schnitt  [31 93 ©2) 5]  in  ein  Linienpaar  aus- 
arten  |  3193  |  und  |  (£2)  |,  und  ebenso  der  entsprechende 
Kegelschnitt  in  das  Linienpaar  |  3193  |  und  j  (St  '3^)1 1,  und 
beide  Linienpaare  haben  die  Gerade  |  2193  |  geineinschaftlich, 
welche  mithin  aus  dem  Erzeugnis  herausfallt,  so  da8  nur 
die  Kurve  C(3)  ubrig  bleibt,  welche  durch  die  gegebenen 
neun  Punkte  bindurchgehen  wird. 

Das  durch  die  vorgescbriebene  Projektivitat  gegebene 
Problem  ist  aber  schon  von  uns  gelost  (§  11,2),  denn  das 
Kegelschnittbuschel  [3153S5D]  (12345)  ist  auf  ein  bekanntes 
einfaches  Strahlbiischel  zu  reduzieren,  z.  B.  durch  die  funf 
Tangenten  derselben  in  ein  em  der  vier  Grundpunkte,  und 
es  bleibt  also  in  dem  Kegelschnittbuschel 

[3193^®,]  (12345) 

mit  dem  noch  unbekannten  Grundpunkt  S)t  dieser  so  zu 
bestimmen,  daB  die  funf  Kegelschnitte  den  funf  Strahlen 
eines  bekannten  Strahlbuschels  projektiv  entsprechen. 

Die  in  §  11,2  gegebene  Losung  zeigt  uns,  da8  es  nur 
einen  einzigen  solchen  Punkt  S^  giebt  und  wie  derselbe  auf 
lineare  Weise  konstruiert  werden  kann. 


§  13.    Bezielmngen  zwischen  den  Beriihrungspunkten 

der  Tangentenquadrupel,  welche  aus  Punkten  der  C3) 

an  dieselbe  gehen. 

1.  Wir  haben  in  §  9,  6  gesehen,  daB  im  allgemeinen 
aus  einem  Punkte  O  der  C(3)  vier  Tangenten  an  dieselbe 
gehen  (auBer  der  Tangente  in  £>  selbst),  und  daB  die  vier 
Beruhrungspunkte  derselben  auf  einem  Kegelschnitte  mit  O 
liegen,  der  in  O  dieselbe  Tangente  hat,  wie  die  GT(3). 

Nennen  wir  denjenigen  Punkt,  in  welchem  irgend  eine 
Tangente  in  einem  Punkte  31  der  C(3)  derselben  zum  dritten 
Mai  begegnet,  den  Tangentialpunkt  zu  dem  Beruhrungs- 
punkte 31,  so  konnen  wir  den  vorigen  Satz  auch  so  aus- 
sprechen,  daB  das  Tangentenquadrupel  denselben  Tangential- 
punkt Q  hat. 
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Haben  irgend  zwei  Punkte  Q  und  b  der  C(3  die  Tan- 
gentialpunkte  21  und  S3,  und  schneidet  |  2(93  j  in  (S,  |  ab  |  in 
c  die  Kurve  zum  dritten  Mai,  so  mu6  auch  (£  der  Tangential- 
punkt  fur  C  sein  (§  8,  4).  Wir  konnen  nun  umgekehrt  sagen: 
Schneidet  eine  Gerade  die  C{3)  in  drei  Punkten  21,  99,  6, 
deren  jeder  ein  Tangentenquadrupel  an  die  C(3)  sendet,  und 
man  niuimt  irgend  einen  Beriihrungspunkt  aus  dem  ersten  Tan- 
gentenquadrupel, verbindet  ihn  mit  irgend  einem  Beruhrungs- 
punkt  aus  dem  zweiten Tangentenquadrupel,  so  muB  die  Verbin- 
dungslinie  durch  einen  gewissen  Beriihrungspunkt  aus  dem 
dritten  Tangentenquadrupel  hindurchgehen.  Diesen  Zusammen- 
hang  der  zwolfBeriihrungspunkte  wollen  wir  naher  untersuchen. 

2.  Wir  nehmen  eine  Gerade  g,  welche  C(3)  in  den  drei 
Punkten  2(,  93,  ©  begegnet,  nennen  die  Beriihrungspunkte 
der  Tangentenquadrupel  aus 

21  93  © 

OiMa^,     MA&47     cic2C3C4> 
indem  wir  uns   die  Anordnung  der  Bezeichnung  noch  vor- 
behalten,  und  nennen 

Cj  den  dritten  Schnittpunkt  von  |  otj^Bj  |, 
dann   wird    |  a2bx  |    nicht   in    Cj    schneiden  konnen,    sondern 
entweder  in  c2  oder  c3  oder  c4;  wir  nennen 

C2  den  dritten  Schnittpunkt  von  |  a2Uj  | 
(ohne  dadurch   eine   Beschrankung  einzufuhren);   wir  ziehen 
|  Ct3  bx  | ,    deren    dritter    Schnittpunkt    weder    cx    noch    c2    sein 
kann,  sondern  nur  noch  entweder  Cg  oder  c4  (weil  sonst  vier 
Punkte  der  C(3>  auf  einer  Geraden  lagen);  wir  nennen 

C3  den  dritten  Schnittpunkt  von  |  dgbj  |, 
dann  muG  notwendig 

C4  der  dritte  Schnittpunkt  von  |  a^  | 
sein.  Nehmen  wir  nun  einen  der  drei  ubrigen  b- Punkte, 
so  kann  dies  entweder  nur  b2  oder  bj  oder  b4  sein;  verbinden 
wir  ihn  mit  al}  so  muB  diese  Verbindungslinie  durch  einen 
der  c-  Punkte  gehen.  Nennen  wir  denjenigen  Puukt  b2, 
dessen  Verbindungslinie  mit  qx  durch  c%  geht,  so  haben  wir 

in  einer  Geraden.  ai»     "«»     ^ 
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Wir  haben  nunmehr  die  drei  Geraden 

i*iM'ii 

also  bilden  diese  Punkte  eine  Gruppe  von  neun  associierten 
Punkten  (§  10,  2) ;  da  aber  ©  c2  C2  auf  einer  Geraden  liegen, 
weil  G  der  Tangentialpunkt  zu  c%  ist,   so  miissen  die  sechs 

St,  S3,  an  b„  a2,  b2 

auf  einem  Kegelschnitt  liegen;  nun  liegen  aber  auch  die  drei 
Punkte  (£,  c1}  cx   auf   einer   Geraden,    also   bilden   die   neun 

%  S3,  ®,  a„  b1;  q,  a,,  b2,  c, 

wieder  eine  Gruppe  von  neun  associierten  Punkteu;  von 
diesen  liegen  aber  5123©  auf  einer  Geraden,  ax  ^t  cx  auf  einer 
zweiten  Geraden,  folglich  miissen  auch 

auf  einer  dritten  Geraden  liegen. 

In  gleicher  Weise  folgt,  wenn  wir  einen  der  beiden 
nocb  iibrigen  Punkte  b3  oder  b4  nehmen,  dessen  Verbindungs- 
linie  niit  ai  ebenfalls  durch  einen  der  vier  c- Punkte  hin- 
durchgehen  niuB,  und  denjenigen  Punkt  b3  nennen,  dessen 
Verbindungslinie  mit  at  durch  c3  geht,  also 

Qib3C3 
in  einer  Geraden  liegen,  daG  die  drei  Geraden 

I  a3^c3 1, 

KVS|, 
neun  Punkte  einer  associierten  Gruppe  bilden,  und  da  wieder 
Sc3C3  auf  einer  Geraden  liegen,  so  miissen  die  sechs  Punkte 

H,  33,  a,,  a3,  b1?  b3 

auf  eiuem  Kegelschnitt  liegen.  Fiigen  wir  die  drei  in  einer 
Geraden  liegenden  Punkte  Q,  cn  C,  hinzu,  so  bilden  auch 
die  neun  Punkte 

Schroter,  Thcorie  der  ebenen  Kurven  3.  Ordn.  7 
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%  S3,  ®,  Qx,  \,  c„  o8,  b3,  q 

eine  Gruppe    von   neun  associierten  Punkten,  und  da  5X^8(S 

auf  einer  Geraden,  alhlCi   auf  einer  zweiten  Geraden  liegen, 

so  mussen  auch  n  <,  r 

u3  u3  4 

auf  einer  Geraden  liegen. 

Nehmen  wir  endlich  den  letzten  Punkt  b4  und  verbinden 

ihn  mit  a1}  so  inuB  auch  diese  Verbindungslinie  durch  einen 

der  vier  C-Punkte  gehen.     Es  kann  aber  |  a1B4 1  nicht  durcli 

Ct  gehen,  weil  |  dx Cx  |  schon  bj  enthalt,  auch  nicht  durch  q, 

weil    I  QjCa      schon    b2    enthalt,    auch   nicht   durch    c3,    weil 

1  ai  c3 1  schon  b3  enthalt,  folglich  muB  J  ax  t)4  j  durch  c4  gehen. 

Wir  haben  daher  c.  r 

ul  u4  *-4 

auf    einer    neuen    Geraden,    und    hieraus    folgt    wieder    in 

gleicher  Weise,  wie  vorhin,  daB  auch 

«4Vl 

auf  einer  Geraden  liegen  mussen.  Zu  diesen  zehn  erhaltenen 
Geraden  treten  nun  noch  sechs  weitere.  Ziehen  wir  nani- 
lich  |a2b3|,  so  kann  diese  Gerade  weder  durch  q,  noch 
durch  c2,  noch  durch  c3  gehen,  folglich  muB  sie  durch  c4 
gehen,  also  liegen  fl  ^  c 

auf  einer  Geraden;  ziehen  wir  |  a2b4|,  so  kann  diese  Gerade 
weder  durch  q,  noch  durch  q,  noch  durch  c4  gehen,  folglich 
muB  sie  durch  c3  gehen,  also  liegen 

Q2b4C3 
auf  einer  Geraden;  ziehen  wir  |  a3b2|,  so  kann  diese  Gerade 
weder  durch  ct,  noch  durch  c2,  noch  durch  c3  gehen,  folglich 
muB  sie  durch  c4  gehen,  also  liegen 

Q3b2C4 
auf  einer  Geraden;  ziehen  wir  |  a3b4|,  so  kann  diese  Gerade 
weder    durch   cu  noch  durch  c3,  noch  durch  c4  gehen,   muB 
also  durch  C2  gehen,  also  liegen 

Q3b4C2 
auf  einer  Geraden;  ziehen  wir  |  (t4b2|,  so  kann  diese  Gerade 
weder  durch  c1}  noch  durch   c2,  noch  durch  c4  gehen,  muB 
also  durch  c3  gehen,  also  liegen 
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Q4b2C3 
auf  einer  Geraden;   und  Ziehen  wir  endlich  |  a4B3  |,   so  kann 
diese  Gerade  weder  durch  c17  noch  durcli  c3,  noch  durch  c4 
gehen,  mu8  also  durch  c2  gehen,  also  liegen 

a4b3c2 

auf  einer  Geraden.  Mehr  Verbindungslinien  aus  den  Gruppen, 
die  von  den  friiheren  verschieden  waren,  lassen  sich  aber, 
wie  leicht  zu  sehen  ist,  iiberhaupt  nicht  ziehen,  also  erhalten 
wir  nach  der  gewahlten  Bezeiclinungsweise  folgendes  Schema 
von  16  Geraden: 


(S) 


Dies  liefert  eine  merkwiirdige  Kon figuration  von 
zwolf  Punkten  und  16  Geraden,  indem  auf  jeder  der 
16  Geraden  drei  der  zwolf  Punkte  liegen,  und  durch 
jeden  der  zwolf  Punkte  vier  der  16  Geraden  gehen* 

3.  Diese  Konfiguration  fiihrt  zu  einer  Menge  von  weiteren 
Beziehungen.  Nehmen  wir  namlich  von  den  zwolf  Punkten 
a,-,  b,,  Cj  (i  =  i,  2,  3.  4)  irgend  drei  solche  heraus,  welche  nicht 
in  einer  Geraden  liegen,  z.  B. 

flo  &2;  C3, 
so  schneiden  die  Verbindungslinien  je  zweier 

I  atb2|  zum  dritten  Mai  in  c2, 

I    ^1  *"3  |         »  »  7)         »      ^3) 

I  "2  C3 1      »  jj  »      »    °4 


aAiiU 

1  tti^Cgl, 

1  Oi^sCsl, 

1  O1D4C4 

^A^\, 

KVJ, 

|a2b3c4i, 

1  aACj 

^Vsl* 

l«Avl, 

1  a3  i>3  Ci  | , 

1  M*^ 

*A**\, 

1  aAcsl, 

I^Acgl, 

|a4b4q 

und  es  liegen  nach  unserm  Schema  (S) 

fl4b3c2 
auf  einer  Geraden.    Dies  giebt  folgenden  Satz: 


*  Vergl.  O.Hesse:  „UberKurven  dritter  Ordnung  und  die  Kegel- 
schiiitte,  welche  diese  Kurven  in  drei  verschiedenen  Punkten  beriihren". 
(Crelle's  Journal  f.  Math.  Bd.  XXXVI  S.  153.) 

7* 
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Schneidet  eine  Gerade  g  die  C(3)  in  den  Punkten 
21,  93,  ©,  und  man  legt  aus  jedem  derselben  eine  be- 
liebige  Tangente  an  C(3)  (aus  jedem  Tangenten- 
quadrupel  je  eine  beliebige),  welche  in  abc  beriihren 
mogen,  dann  schneiden  die  drei  Seiten  dieses  Drei- 
ecks  |  be  |,  |  ca  !,  |  dh  |  die  C(3)  in  drei  neuen  Punkten, 
welche  in  einer  Geraden  liegen. 

Dies  folgt  auch  daraus,  daB  a,  b,  C  drei  Punkte  "sind,  in 
welchen  ein  Kegelschnitt  die  C(3)  beriihren  kann  (als  spe- 
zieller  Fall  von  dem  Satze  §  9,  5). 

Wir  wissen  ferner,  weil  die  drei  Punkte  51,  alf  C^  auf 
einer   Geraden  liegen  (denn  21  ist    der   Tangentialpunkt   zu 

°i)  xmd  durch  2t  die  Gerade  |  2193&  !, 

„       Qi    ,,         ,,         KVil, 

,,        Oi    „  »         I  <*i  &2  °2  I 

geht,  daB  die  sechs  Punkte 

8,  ©,  b,,  Ci,  b2,  c2 
auf  einem  Kegelschnitt  liegen  miissen;   stellen  wir  diese  zu 
dem  Pascalschen  Sechseck  zusammen 

so  folgt,  daB  die  drei  Schnittpunkte 

(Sb2,  ©o,   (»*„  ©0,    &*,*«  =  * 

auf    einer    Geraden    liegen    miissen;    aus    gleichem    Grunde 
liegen  auch 

(93b3,  (Ec,),    (»64,  CO, 
(93b„  (SO,    («^3,  &0, 
(93b2,  Gc2),    (»b4,  (£0, 
(33b,,  (50,    (®*4,  60, 
(93b2,  6ct),    (93b3,  CO, 
Bezeichnen  wir  daher  die  vier  Punkte 
(93b1;  ©0  =  *i, 
(93 b2,  (50  =  **, 
(93b3,  SO  -  §3, 
(93b4,  Sc4)  -  §4, 
so  haben  wir  gefunden 


a. 

auf 

einer  Geraden, 

^ 

„ 

ti            ,, 

a3 

» 

„            » 

?4 

„ 

„            ,> 

a. 

« 

»            „ 
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S^Oj,      gj^Oj,,      M^o 

M*°2>       32M8,        Mstt4 

in  je  einer  Geraden,  also 

(^§2,    §3^)  =  a2;       (§lg3>    32§4)  =  03,       (Ml*    M3)  =  fl4> 

d.  h.  a2a3a4  das  Diagonaldreieck  des  vollstandigen  Vierecks 

§1^2§3g4- 

Andererseits  wissen  wir  auch,  daB  2ta4a4  auf  einer 
Geraden  liegen  (weil  21  Tangentialpunkt  fur  Q4  ist),  und  es 

geben  durch  21  die  Gerade  |  2123(5  |, 

»        04     n  »  I  M2C3  \t 

folglich  liegen  die  sechs  Punkte 

93,  (J,  b„  b2,  c3,  c4 
auf  einem  Kegelschnitt,  und  das  Pascalsche  Sechseck 

hjbh2  c4£c3 
liefert  die  Pascalsche  Gerade  der  drei  Punkte 

(8b„  <£c4),    (23  b2,  Sc3),    (blCs,  b2c4)  =  a3; 
da  nun  identisch 

IS3BJ- I93SJ,  |23b2|  =  |23§2|,  |Gc3|  =  |(SS3!,  |Cc4|  =  |C84|, 
und  auBerdem  _  ,.  _      _  _  >. 

G3=(M3>   MJ> 
so  muB  auch  das  Sechseck 

ein  Pascal sches  sein,  also  die  sechs  Punkte 

S3,  (£,  §u  §2,  §3,  34 
miissen    auf   einem   Kegelschnitt  liegen;    die  beiden   Strahl- 

bfi8chel  8(»,W4)^C(8iW«) 

miissen  daher  projektiv  sein  oder  die  mit  ihnen  identischen 

Strahlbiischel  23(bjb2b3b4)  A  S(qc2c3c4),  d.  h. 

Legt  man  aus  irgend  zwei  Punkten  93  und  (£  die 
Tangentenquadrupel,  so  sind  die  aus  ihnen  ge- 
bildeten  Doppelverhaltnisse  einander  gleich  (in 
gehoriger  Zuordnung),  ein  Satz,  den  wir  schon  fruher  auf 
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andere  Weise  bewiesen  haben  (§  9,  6).     Hier  zeigt  sich  zu- 
gleich,  wie  die  Zuordnung  geschehen  niuB. 

Aus  der  bekannten  Eigenschaft  des  Doppelverhaltnisses 
folgen  nocb  die  drei  ubrigen  Projektivit'aten 

S3(b,b2b3b4)  A  CCcsCx^Cj), 

A  ©foCsCgO. 

4.  Die  beiden  Tangentenquadrupel  aus  S3  und  (5  durch- 
scbneiden  sicb  im  Ganzen  in  16  Punkten,  die  wir  in  f en- 
gender Weise  bezeiebnen  kbnnen 

0»*tf*O-*uS  (S3b17ec2)  =  §12;  (S3BJ,ec3)  =  §13;(S3b1,ec4)  = 
(S3b„ec1)  =  §21;  (23b2,Gc2)  =  §22;  (93b27  ©c3)  =  §23;  (23b2,  ©0  = 
(SB,,^)-*,,;  08b3;(Sc2)  =  332;  (93b3,ec3)  =  l33;  (93b3,Gc4)  = 
(©b^GO-**;  (93b4,Sc2)  =  §42;  (®b4,<£c8)-»«;  (®B4,(Sc4)- 
§/*  («',  A;  =  i,  2.  3i  4), 
wobei  aber  %,k  und  §^.t-  wesentlicb  voneinander  verscbieden 
sind,  indem   der  erste  Index  sich  immer  auf  S3,   der  zweite 
auf  ©  beziebt.    Nacb  dieser  Bezeichnung  haben  wir  zwischen 
den  16  Durchschnittspunkten  der  beiden  Tangentenquadrupel 
aus    93    und    (£,    und    den    vier    Punk  ten    a17  a2,  a3,  a4    die 
24  Geraden,  welche  je  drei  Punkte  enthalten 


(T) 


Ferner    ergiebt    sicb    aus    der    Gleicbheit    der   Doppel- 
verhaltnisse  (3.) 

23©§n§22§33§i4  auf  einem  Kegelschnitt  Sij2', 
23©§12§J4321§43    „        „  „  «f> 


1  Ml2g2ll> 

1  Q2^U^22  1? 

Mll§3sl> 

1  a4$nhi\> 

1  Q1^13^31  1? 

1  Mss^Ij 

fl3§22§44|j 

1  ^Ahal, 

1  Ml4§4ll> 

1  fl2  ^32^14  1  J 

a3  $14  8*8  l> 

1  fl4^12^34l? 

1  °1  ^23  ^32  1  > 

1  Q2§23§4!  \j 

°3~41^32  l> 

1  °4^21^43  1; 

i  °1^24^42  \> 

1  a2g13§42  1? 

M^sl; 

1  M«*mIi 

1  ai§34§4sl; 

1  Msi-24l> 

Q3%2lhi\, 

1  M31§42|- 

23d§ 
23£< 


13  ^24  v31  ^42 


14  »23  "32  "41 


(2) 
3    ' 


»14> 
^24  7 
^34  7 
*447 


(8) 
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Folglich  wird  fur  den  Kegelschnitt  $x  }>  da 

|(3ll§22>  hi%4i)  =  fl2> 
(§11§33?    ^44)  =  Q3, 

ist,  Q2a3a4  em  Polardreieck  (selbstkonjugiertes  Drei- 
eck)  sein. 

Fiir  den  Kegelschnitt  ®f}  wird 

1(^12 Son  §34^3)  =  °i> 
(§12§34?  g21§43)  =  Qi> 
(§12§43>    ^21^34)  =  Q3> 

also  ist  C^dgC^  ein  Polardreieck. 
Fiir  den  Kegelschnitt  Gt^     *st 

(§13§31?  §24§42)  —  °1> 
(§13§24J  ^1  hi)  =  °4  7 
(§13§42>    §31§24)  =  fl2  5 

also  ist  ^^04  ein  Polardreieck,  und  endlich  fiir  den  Kegel- 
schnitt ®.(2)  ist:         ,   ,_    _       _    _   x 

(3U841,  §23§32)  =  QU 

(§14§23>    ^41^32)  ""% 
I     (§14&S2?    §41§23)  "  fl2) 

also  Q1a2a3  ein  Polardreieck.  Wir  bemerken  auch,  weil  die 
beiden  Sehnen         ,  ,        '         , 

I  3n  §22  I       Und        !  ^33  ^44  I 

des  Kegelschnitts  $(2)  sich  in  Q2  schneiden,  daS  alle  durch  q2 
gezogenen  Strahlen  den  Kegelschnitt  in  Punktepaaren 
treffen  miissen,  welche  von  95  (oder  (£)  aus  gesehen  unter  einer 
Strahleninvolution  erscheinen;  insbesondere  ist  ein  Strahlen- 
paar  der  durch  ct2  gehende  Strahl  und  die  Tangente  in  93 
(oder  (£);  da  aber  die  Strahlenpaare 

I  m,  I  und  |S5b2|,    |93b3|  und  |9Sb4| 
eine  Strahleninvolution  bestimmen,  welcher  auch  das  Strahlen- 
paar  |  33qx  |  und  |  93ct2|  angehoren  nruB,  weil 

ax  und  a2,     §>u  und  §23,     §41  und  332 
die    drei    Paar    Gegenecken    eines     vollst'andigen    Vierseits 
sind  [Tab.  (Tj],  so  wird  |  S3ax  |  die  Tangente  in  93  am  Kegel- 
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schnitt  $x  sein,  und  aus  gleichem  Grunde  wird  |  Sax  |  die 
Tangente  in  (5  am  Kegelschnitt  ^2)  sein;  mithin  ist  a1  der 
Pol  von  |  33(5  |  fur  den  Kegelschnitt  St™. 

Wir  konnen  somit  den  vorigenResultaten  noch  hinzufiigen: 
Fur  den  Kegelschnitt  ftj*  siod  a,  und  |93(S|  Pol  und  Polare, 

n        n  »  ^2         »      °2     v      I  "O^  I      »       n  » 

v        »  ))  ^3         v      Q3     ;>      I  "O  ^  !      „       »  )) 

0  H  »  ^4  »         °4       »        I  -O  ^  I        »  »  )) 

ZusammengefaBt  erhalten  wir  folgenden  Satz: 
Schneidet    eine    Gerade   g    die    6T(3)    in    den    drei 
Punkten  ft,  93,  (£,  und  haben  die  Tangentenquadrupel 
aus  St,  S3,  (S  an  die  (7(8)  bez.  die  Beriihrungspunkte 

QlQ2Q3fl4>      &AM0      Ci^Cs^j 
so    schneiden   sich    die    beiden    Tangentenquadrupel 
aus  S3  und  (£  in  16  Punkten,  von  denen  viermal  vier 
Durchschnittspunkte: 

§(*     (*';  &  =1>  2,   3,  4) 

mit  93  und  (S  auf  je  einem  Kegelschnitt  liegen 

@(2)         «(2)         ^(2)         &{2) 
Xl    J       K2    '       W3    >       K4    • 

Fur  diese  vier  Kegelschnitte  sind  die  Pole  der 
Geraden  g  die  vier  Beriihrungspunkte  (a,)  des  Tan- 
gentenquadrupels  aus  SI;  fur  denjenigen  Kegel- 
schnitt $'2),  fur  welchen  a,  und  g  Pol  und  Polare 
sind,  bilden  die  drei  iibrigen  Punkte  a  ein  Polar- 
dreieck,  namlich  das  Diagonaldreieck  desjenigen 
vollst'andigen  Vierecks,  welches  von  den  vier  Punkten 
%n  gebildet  wird  und  dem  Kegelschnitt  &.  )  ein- 
beschrieben  ist. 

Dieser  Satz  gilt  natiirlich  dreimal,  da  wir  SI,  S3,  &  niit- 
einander  vertauschen  konnen. 

5.  Da  nach  Tabelle  (T)  die  Punktepaare 

Qji  und  Q2,     §14  und  §23,     §41  und  §32 
die  drei  Paar  Gegenecken  eines  vollstandigen  Vierseits  sind, 
also   z.  B.  von  dem  Punkte  93   aus   gesehen  unter  den  drei 
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Strahlenpaaren  einer  Involution  erscheinen,  so  erhalten  wir 
die  drei  Strahlenpaare 

|93ax|    und  93a2|, 

93§I4|  =  |93bx|    und    |93*23|  =  |93b2|, 
|93341|  =  |93b4|    und    |93s32|-|93b3|, 
d.  h.  die  drei  Strahlenpaare 

|93aJ  und  |93o2|,    |  93bx  |  und  |93b2|,    |93b3|  und  |93b4| 
als  einer  Strahleninvolution  angehorig. 

Andererseits  sind  aber  infolge  des  Schema  (S)  (2.)  auch 

die  Punktepaare 

0,02,     \%,     qCa, 

die  drei  Paar  Gegenecken  eines  vollstandigen  Yierseits;  also 
gehoren  auch  die  drei  Strahlenpaare 

!  330!  |  und  |  93a2 1,    |  93b,  |  und  |  93b2 1,    I  93c,  |  und  |  SSc,  \ 

einer  Involution  an,  welche  mit  der  vorigen  identisch  ist, 
weil  sie  zwei  Strahlenpaare  mit  ihr  gemein  hat. 

In  gleicher  Weise  folgt  aus  der  Tabelle  (S)  wegen  des 
vollstandigen  Yierseits,  dessen  drei  Paare  Gegenecken  sind 

a,  und  o2,     b3  und  b4,     c3  und  c4, 

da6  auch  die  Strahlenpaare 

|  33a,  |  und  |  93a2 1,    |  93b3  j  und  |  33b4 1,    |  93c3 1  und  |  93c4| 

einer  Involution  angehoren,  die  ebenfalls  mit  der  ersten 
identisch  ist,  weil  sie  zwei  Strahlenpaare  mit  ihr  gemein 
hat;  und  endlich  wegen  des  vollstandigen  Yierseits,  dessen 
drei  Paar  Gegenecken 

03  und  q4,     b3  und  b4,     C,  und  c2 
sind,  daB  auch  die  Strahlenpaare 

|  S8o3 1  und  |  33a4 1,    |  33b3 1  und  |  33b4 1,    |  93c,  |  und  |  93c2 1 
derselben  Strahleninvolution  angehoren. 

Wir   haben    demgemaB    sechs   Strahlenpaare   einer  und 
derselben  Strahleninvolution 
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93  a,  |  und 

So,!, 

Sa3|    „ 

®fl*l, 

m,\  „ 

23b,  , 

23b3|     , 

®K\, 

S3cx  j    „ 

93  c2, 

®C»I     „ 

93  c4;. 

Es  wiirde  ermiidend  sein,  wollten  wir  dieselbe  Betrachtung 
wiederholen,  indem  wir  von  andern  vollst'andigen  Vierseiten 
ausgehen,  wie  sie  die  Tabelle  (T)  und  das  Schema  (S)  in 
groBer  Menge  darbieten.  Es  geniige,  das  leicht  abzulesende 
Resultat  anzugeben;  es  zeigt  sich  namlich,  da6  93  gleich- 
zeitig  der  Mittelpunkt  fur  drei  verschiedene  Strahleninvo- 
lutionen  wird,  deren  Strahlenpaare  nach  den  Beruhrungs- 
punkten  a.,  b,,  C,  hingehen;  jede  solche  Strahleninvolution  weist 
sects  Strahlenpaare  auf  Dasselbe  gilt  fur  6  und  naturlicli 
auch  fur  %,  weil  diese  Punkte  beliebig  miteinander  ver- 
tauscht  werden  durfen.  Wir  erhalten  demgemaB  drei 
Gruppen  von  je  drei  Strahleninvolutionen,  deren  Strahlen- 
paare wir  so  zusammenstellen  konnen: 


II. 


«0,| 

«bj 
«b,l 


a  a, 

aa2 

2lb2 
He, 
5Ic2 


«b,|, 
*U 

f*b 

«04|. 

**4l, 


|93aJ 

|93a2|, 

'  |  GaJ, 

160,1, 

l®a,| 

l$*b 

|  SaJ, 

|  C£a4|, 

193b,; 

,  |93b2|, 

!£bj, 

|<£b,|, 

|23b3| 

,    1^4  1, 

r«M, 

1-fU 

|89  cj 

193  c,!, 

|  Sq  |, 

If  ^1, 

l»c,| 

I«C4I; 

,  if  <»i, 

|Gc4; 

|  93  a,  J 

,I*M> 

'  l^oj, 

1**1, 

|93a2| 

-  i»o4i, 

If  "ill 

|  Ga4|, 

!93b,i 

■  i®u 

Ifcb,  , 

l«M, 

|23b2| 

1  S3B4 1, 

rf&*i> 

le^l, 

|93Cl| 

l»c,|, 

l^cj, 

l®c,|, 

|S3C2; 

,  l»c4|; 

.  |Sc2|, 

l®C4|; 
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III. 


151a,  |, 

l*«J, 

'  laaj, 

l®a4|, 

'  ICQxI, 

|Ca4|, 

!««,!, 

|K%I, 

1*0,1, 

l#*l, 

|Sa2l, 

|ea3|, 

I*U 

l*U 

l®U 

l»U 

l«U 

l<£b4|, 

l«U 

l«U 

l®*al, 

|93B3; 

Ittu 

l;«U 

l«c,|, 

*c*|, 

1  93  c,  i , 

WcJ, 

i«a 

|Cc4|, 

l«c,|, 

|2lc3|; 

.  I»c,|, 

f  93  c3 1 ; 

,  ICc.1, 

|Gc3 1. 

Von  solchen  drei  Strahleninvolutionen  I,  II,  III,  z.  B. 
aus  SI,  die  bestirnmt  werden  durch  zwei  Paare,  welche  sich 
auf  drei  Arten  aus  den  vier  Strahlen 

|SlaJ,    |Sta2|,    1*0,1,    ISlaJ 
bilden  lassen,  sind  bekanntlich  (wenn  die  vier  Strahlen  reell 
sind)  immer  zwei  hyperbolisch  und  eine  elliptisch.   (Th.  d.  K. 
S.  56)     (Siehe  §  15.) 


§  14.    Weitere  Beziehungen  und  Folgerungen 
aus  denselben. 

1.  Lassen  wir  in  deni  allgemeinen  Satze  (§  13,4)  ins- 
besondere  die  Punkte  93  und  &  zusammenfallen,  so  fallt  das 
Tangentenquadrupel  aus  93  auch  mit  dem  Tangentenquadrupel 
aus  (£  zusammen  und  die  Schnittpunkte 

*11  )    *&>    *33>    *44 

gehen  in  die  Beriihrungspunkte  iiber  des  Tangentenquadrupels 
aus  93  =  ©.  SI  wird  der  Tangentialpunkt  zu  93  =  ©.  Der 
Kegelschnitt  $J2)  geht  in  die  konische  Polare  93(2)  des  Punktes 
93  riicksichtlich  der  Cl3)  iiber,  und  das  Diagonaldreieck 

(3u3a8,  %aiu)  —  02, 

(^11^33;   ^22^44)  =  a3J 

(^11^44;  %Az)  —  a4 
fallt  identisch  zusammen  (§  13, 4)  mit  dem  von  den  drei 
iibrigen  Beriihrungspunkten  der  Tangenten  aus  St  an  die 
C(3)  gebildeten  Dreieck,  wakrend  die  aus  St  gehende  vierte 
Tangente  |  St  93  |  den  Beriikrungspunkt  93  hat;  also  erhalten 
wir  den  Satz: 
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Geht  aus  einem  Punkte  %  der  C(3)  das  Tangenten- 
quadrupel      ^^     ^^     (^_     ^^ 

an  dieselbe,  dessen  Beruhrungspunkte  alf  a2,  a3,  a4 
sind,  und  legt  man  aus  einem  derselben,  z  B.  aus 
Oj,  aufs  neue  das  Tangentenquadrupel 

l«Al,     NMi     I  aits  I,     IMJ 
an    die    (7(3),    dessen    Beruhrungspunkte    tu  t2,  t3,  t4 
seien,  so  bilden  dieselben  ein  vollstandiges  Viereckr 
dessen  Diagonaldreieck 

\u%>  t2t4)  =  03, 

(t,t4,  t2t3)  =  ct4 
identisch    zusammenfallt  mit  dem  Dreieck,    welches 
von  den  drei  ubrigen  Beruhrungspnnkten 

a.2,  a3,  a4 
gebildet  wird. 

Durch  das  vollstandige  Viereck  tA  t2 13 14  gehen  drei 
Linienpaare,  deren  Durchbohrungssehnen  mit  der  C{3) 
(n'amlich  die  Tangenten  in  a2Q3a4)  durch  den  Punkt  2t  laufen; 
folglich  ist  21  der  Gegenpunkt  des  Punktquadrupels  tx  t2 13 14 
(§  9, 1).  Geht  nun  durch  21  die  beliebige  Gerade  |  2133©  |,  wie 
friiher,  so  miissen  auch  die  sechs  Punkte 

93,  <£,  i,  t2,  t3,  t4 
auf  einem  Kegelschnitt  liegen.     Wir  haben  also   den  Satz: 

Jeder  durch  die  vier  Beruhrungspunkte  eines 
Tangentenquadrupels  (aus  ax)  gelegte  Kegelschnitt 
schneidet  die  C(3)  in  zwei  neuen  Punkten,  deren  Ver- 
bindungslinie  best'andig  durch  den  Tangentialpunkt 
(21)  desjenigen  Kurvenpunktes  l'auft,  von  welchem 
das  Tangentenquadrupel  ausging. 

Oder  auch: 

Der  Gegenpunkt  zu  den  vier  Beriihrungspunkten 
eines  Tangentenquadrupels  ist  der  Tangentialpunkt 
desjenigen  Punktes  der  C(3),  von  welchem  das  Tan- 
gentenquadrupel ausging. 
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Oder  aucli: 

Geht  aus  einem  Punkte  at  der  C'3)  ein  Tangenten- 
quadrupel  an  dieselb-e,  so  bilden  die  vier  Beruhrungs- 
punkte  desselben  ein  vollstandiges  Viereck,  dessen 
drei  Diagonalpunkte  a2,  Ct3,  a4  denselben  Tangential- 
punkt  St  haben,  wie  dv 

Ziehen  wir  durch  St  die  beliebige  Gerade  |  St!6£  |  und 
legen  auch  aus  23  und  ©  die  Tangentenquadrupel  an  die 
6n3),  deren  Durchschnittspunkte 

»1U    »22>    *33 }    *441 

wie  wir  oben  (§  13,  4)  gesehen  haben,  mit  23  und  (5  auf 
einem  Kegelschnitt  liegen  und  ein  vollstandiges  Viereck 
bilden,  dessen  drei  Diagonalpunkte  ebenfalls  a2,  a3,  a4  sind, 
so  sehen  wir,  da6  die  beiden  Kegelschnitte 

pBHWJ  ™d  [S3S§U§22§33§44] 
nicht  nur  die  Punkte  33  und  ©  gemein  haben,  sondern  auch 
ein  gemeinschaftliches  Polardreieck  ci2  a3  a4  ?  woraus  folgt,  daB 
sie  identisch  sein  mussen,  da  es  nur  einen  Kegelschnitt  giebt, 
welcher  durch  zwei  Punkte  geht  und  ein  gegebenes  Dreieck 
zum  Polardreieck  hat;  also  liegen  die  zehn  Punkte 

-O,    L,    ll}    t2,    t3,    t4,    5U,    S22,    S33,    »44 

auf  einem  und  demselben  Kegelschnitt.  Wir  konnen  hier- 
nach  zu  dem  in  §  13,  4  gefundenen  Satze  noch  den  Zusatz 
machen: 

Der  Kegelschnitt  $t{2)  hat  nicht  bloss  a{  und  g  zu 
Pol  und  Polare,  a2ct3Q4  zum  Polardreieck,  sondern 
geht  auch  durch  die  vier  Beriihrungspunkte  des- 
jenigen  Tangentenquadrupels,  welches  aus  at  an  die 
C(3)  gelegt  werden  kann. 

2.  Da  aus  St  das  Tangentenquadrupel  an  die  C(3)  geht, 
dessen  Beriihrungspunkte  al}  a2,  03,  a4  sind,  so  liegen  die 
Punkte  St,  a17  a2,  a3,  a4  auf  einem  Kegelschnitt  (der  konischen 
Polare  St(2)),  welcher  in  St  dieselbe  Tangente  hat,  wie  die 
C(3).  Da  ferner  aus  a4  das  Tangentenquadrupel  an  die  C(3) 
geht,  dessen  Beriihrungspunkte    tx,  t2,  t3,  t4    sind,    so  liegen 
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auch  die  Punkte  ou  tl}  t2,  t3,  t4  auf  einetu  Kegelschnitt  (der 
konischen  Polare  a,  ),  welcher  in  at  dieselbe  Tangente, 
namlich  |  at5t  |  hat,  wie  die   C(3). 

Sodann  ist,  wie  wir  wissen,  3(  der  Gegenpunkt  fur  das 
Punktquadrupel  t±  t2 13 14 ,  d.  h.  sanitliche  Kegelschnitte  des 
Biischels  [t^tgtj  schneiden  auf  der  C(3)  Sehnen  aus,  die 
durch  5t  laufen.  Dieses  Kegelschnittbiischel  ruit  den  Grund- 
punkten  t17  tg,  tg,  t4  schneidet  auf  der  Geraden  I  51  oj  eine 
Punktin volution  aus,  deren  einer  Doppelpunkt  a4  ist,  weil 
der  besondere  Kegelschnitt  [ctjt^tgtj  —  a*50  die  Gerade 
|  %a{  |  in  Oj  beriihrt.  Um  den  andern  Doppelpunkt  dieser 
Punktinvolution  zu  erniitteln,  berucksichtigen  wir  die  gegen- 
seitige  Lage  der  betrachteten  Punkte. 

Es  liegen  namlich  wegen  des  Diagonaldreiecks 

(tit,,  t3t4)  =  a2, 
(t,t3,  t^t4)  =  a3, 
(Mo  t2g  =  a4 

sowohl  Ogti^  auf  einer  Geraden,  als  auch  wegen  der  aus  % 
und  ax  gelegten  Tangenten 

at  t4 14  auf  einer  Geraden, 

21  Ms     »        »  n 

ferner  aber  auch  t2t4a3  auf  einer  Geraden,  folglich  die 
iibrigen  sechs  Punkte 

®,  ti;  t4,  alf  a2,  a3 
notwendig  auf  einem  Kegelschnitt. 
Ferner  liegen 

a2 t2 tt  auf  einer  Geraden, 

^i  t3  h    j}        »  » 

■"■G3(l3    »        »  » 

da  nun  auch  t,t303  auf  einer  Geraden  liegen,  so  niussen  die 
iibrigen  sechs  Punkte 

21,  t2,  t3,  a,,  a2,  a3 
auf  einem  Kegelschnitt  liegen.   Aus  den  beiden  Kegelschnitten 

[Kti^a^Qa]    und    [% 12  t^M*  J 
folgen  die  Projektivitaten 
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0,(0,^0  A  03(0^1,0,    a3(a1Stt2t3)  A  0,(0,*^); 
da  nun  aber  ,    Qf,     N  .    Qr       N 

so  ist  auch 

Hieraus    ergiebt    sich,    daB    das    Quadrat    des    Doppel- 
verhaltnisses  .     ,    *..;„      . 

also 

sein  muB;  der  Wert  -f  1  fallt  als  illusorisch  heraus,  weil 
weder  at  mit  51,  noch  tj  mit  t4  im  allgemeinen  zusammen- 
fallen  wird;  folglich  muB 

0a(0t«iiOr — h 

sein,  d.  h.  das  Linienpaar  durch  ct2,  namlich  |  t^  |  und  |  t3t4 1 
trennt  harmonisch  die  Punkte  2t  und  ar 

Dasselbe  gilt  in  gleicher  Weise  von  dem  Linienpaar 
I  t1 1  und  I  t2 14 1  durch  a3  und  auch  von  dem  dritten  Linien- 
paar;  die  Punktinvolution,  welche  das  Kegelschnittbiischel 
[M2M4J  au^  ^ai  ausschneidet,  hat  daher  die  Punkte  5(  und 
dj  zu  Doppelpunkten;  von  a,  hatten  wir  diese  Eigenschaft 
bereits  erkannt.  Da  die  Doppelpunkte  dieser  Involution 
konjugierte  Punkte  fur  samtliche  Kegelschnitte  des  Biischels 
sind,  so  konnen  wir  den  Satz  aussprechen: 

Legt  man  aus  einem  Punkte  ax  einer  C(3)  das 
Tangentenquadrupel  an  dieselbe,  dessen  Beriihrungs- 
punkte  t17  t2,  t3,  t4  seien,  und  ist  51  der  Tangential- 
punkt  zu  a1}  so  sind  51  und  ax  konjugierte  Punkte  fur 
samtliche  Kegelschnitte  des  Biischels  [t^tjtj;  es 
giebt  also  insbesondere  auch  zwei  Kegelschnitte 
dieses  Biischels,  welche  in  51  und  in  at  die  Geratle 
I  5tQj  I  beriihren. 

3.  Da  die  Polaren  von  at  in  Bezug  auf  samtliche  Kegel- 
schnitte des  Biischels  [t^tgtj  durch  SI  gehen  miissen,  weil 
at  und  51  konjugierte  Punkte  fiir  dieselben  sind,  so  be- 
schreiben  diese  Polaren  ein  Strahlbiischel,  welches  mit  d<  m 
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Kegelschnittbiischel  [t1t2t3t4]  bekanntlich  projektiv  ist.  Die 
beiden  projektiven  Gebilde  erzeugen  also  eine  Kurve  dritter 
Ordnung,  dieselbe  geht  durch  tjtgt^,  den  Gegenpunkt  %, 
ferner  durch  ax  und  beriihrt  j  31^  |  in  au  weil  fur  den  be- 
sonderen  Kegelschnitt  (t^tj^a,)  die  Polare  von  c^  die  Tan- 
gente  in  ox  ist;  sodann  auch,  weil  dem  Linienpaar  |  tA t2  J , 
|t3t4|  die  Polare  von  ax,  d.  h.  die  Gerade  |  ^Ic^  |  entspricht 
und  die  beiden  Schnittpunkte  derselben  mit  dem  Linienpaar 
in  c^  zusammenf alien,  ist  a2  ein  doppelt  zu  zahlender  Punkt 
des  Erzeugnisses,  ebenso  a3  und  a4.  Das  Erzeugnis  ist  da- 
lier  mit  unserer  Kurve  C(3)  identisch,  weil  es  schon  dreizehn 
Punkte  mit  ihr  gemein  hat.  Die  Polare  von  al  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt  des  Biischels  geht  durch  die  beiden 
Beriihrungspunkte  des  Tangentenpaares,  welches  aus  Qt 
an  den  Kegelschnitt  gelegt  werden  kann.  Wir  konnen  also 
als  Erganzung  des  letzten  Satzes  hinzufugen: 

Wahlt  man  die  Beriihrungspunkte  eines  Tan- 
gentenquadrupels  (aus  ax)  zu  Grundpunkten  eines 
erzeugenden  Kegelschnittbuschels,  so  ist  der  Gegen- 
punkt der  Tangentialpunkt  5(  zu  av  Die  Kurve  C(3) 
selbst  erscheint  als  der  Ort  der  Beriihrungspunkte 
samtlicher  Tangentenpaare,  welche  aus  a:  an  die 
Kegelschnitte  des  Biischels  gelegt  werden  konnen. 
Die  C(3)  geht  auch  durch  die  drei  Diagonalpunkte 
des  von  den  vier  Grundpunkten  gebildeten  voll- 
standigen  Vierecks,  und  diese  Diagonalpunkte  haben 
denselben  Tangentialpunkt  91,  welchen  at  hat. 

Auch  ist  umgekehrt  durch  fiinf  beliebig  gewahlte  Punkte 
(von  denen  keine  drei  auf  einer  Geraden  liegen)  eine  C(3)  voll- 
standig  und  eindeutig  bestimmt,  wenn  man  verlangt,  einer 
derselben,  9t,  soil  der  gemeinsame  Tangentialpunkt  fiir  die 
vier  iibrigen  au  a2,  a3,  a4  sein;  denn  da  diese  als  Beriihrungs- 
punkte doppelt  zu  zahlen  sind,  so  werden  im  ganzen  neun 
Punkte  zur  Bestimmung  der  0(3)  gegeben  sein.  Durch  diese 
neun  Punkte  gehen  aber  keine  zwei  verschiedenen  Kurven 
dritter  Ordnung  (d.  h.  sie  bilden  nicht  die  Grundpunkte 
eines  Kurvenbiischels),  denn  sonst  miiBten,    da  drei  Punkte 
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%,  a1}  ax  auf  einer  Geraden  liegen,  die  sechs  iibrigen  Q2,  0.2, 
a3,  a3,  a4,  04  auf  einem  Kegelscbnitt  liegen,  was  nicbt  der 
Fall  ist,  weil  sich  niclit  drei  Tangenten  eines  Kegelscbnitts 
|  ctgCig  !,  |  03a3  J,  |  a4a4 1  in  einem  Punkte  %  schneiden  konnen. 
Man  erzeugt  diese  Kurve  C(3)  dadurcb,  daB  man  das  Kegel- 
scbnittbiiscbel  mit  den  vier  Grundpunkten  [a^OgC^]  bildet 
und  von  31  die  Polaren  riicksicbtlicb  aller  Kegelschnitte 
des  Biiscbels  ninimt,  welcbe  ein  Strablenbiiscbel  bilden,  pro- 
jektiv  mit  dem  Kegelscbnittbuscbel;  das  Erzeugnis  dieser 
beiden  projektiven  Gebilde  ist  die  C[3\ 

4.  Aus    dem   vorbin   bemerkten  Resultat  (2.),    daB  die 

secbs  Punkte  ^ 

**■}  ai>  °2>  a3>  ht  h 

auf  einem  Kegelscbnitt  liegen  miissen  und  daraus,  daB  die  drei 
iibrigen  Punkte 

auf  einer  Geraden  liegen,  folgt,  daB  die  neun  Punkte 

^>  h>  H)  hi  h,  &i,  0-2)  ^h)  ai 
zusammen  eine  Gruppe  von  neun  associierten  Punkten  bilden 
derart,  daB  jede  Kurve  dritter  Ordnung,  welcbe  durcb  acbt 
derselben    gebt,    aucb    durcb     den     neunten    geben    niuB; 
(§  10,  2)   also: 

Ein  Punkt  at  der  Ci3),  sein  Tangentialpunkt  31, 
die  vier  Beriibrungspunkte  des  Tangentenquadrupels 
aus  Oj  und  die  drei  Diagonalpunkte  des  von  diesen 
vier  Beriibrungspunkten  gebildeten  vollstandigen 
Vierecks  sind  eine  Gruppe  von  neun  associierten 
Punkten. 

Nimmt  man  nur  die  vier  Punkte  tu  t2,  tg,  t4  an  und 
verlangt,  daB  sie  Beriihrungspunkte  eines  Tangentenquadrupels 
sein  sollen,  dessen  Ausgangspunkt  nicbt  gegeben  ist,  dann 
ist  die  C(S)  dadurcb  nocb  nicbt  bestimmt,  sondern  man 
kann  im  allgemeinen  nocb  zwei  Punkte  von  ibr,  pt  und 
p2,  willkiirlicb  annebmen,  weil  auBer  den  vier  Punkten 
*i>  ^;  *s>  *4  noch  die  drei  Diagonalpunkte  des  vollstandigen 
Vierecks 

Schroter,  Theorie  der  ebenen  Kurven  3.  Ordn.  8 
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(Ma,  M4)  -  a2, 
(tits,  t2t4)  =  a3, 
(t,t4,  t2t3)  =  a4 
mit   gegeben  sind,   also  zusammen  sieben  Punkte,  zu  denen 
noch  zwei  willkurlich  gewahlte  pt  und  p2  fur  die  Bestimniung 
der  Kurve  hinzutreten  diirfen.     Nimmt  man  diese  an,  so  ge- 
staltet  sich  die  Konstruktion  folgendermaGen: 

Der  Kegelschnitt  [t^tgt^J  liefert  eine  Tangente  in  plr 
der  Kegelschnitt  [t^tgtjpj  eine  Tangente  in  p2;  der  Schnitt- 
punkt  beider  Tangenten  ist  der  gesuchte  Punkt  o1;  dessen 
Tangentenquadrupel  die  Beruhrungspunkte  tlf  t2,  t3,  t4  hat, 
(3.)  und  die  C^  ist  nun  nach  dem  Obigen  vollstandig  bestimmt. 

Eine  Ausnahme  hiervon  macht  der  Fall,  wenn  ins- 
besondere  p4  und  p2  konjugierte  Punkte  sind  riicksichtlich 
des  Kegelschnittbuschels  mit  den  vier  Grundpunkten  t1}  t27 
t3,  t4.  In  diesem  Falle  wird  namlich  der  Schnittpunkt  ax 
unbestimmt,  weil  jene  beiden  Tangenten  in  p4  und  p2  an 
den  beiden  vorigen  Kegelschnitten  in  eine  und  dieselbe  Ge- 
rade  zusammenfallen,  also  ihr  Schnittpunkt  unbestimmt 
wird.  Und  in  der  That  bilden  dann  alle  dabei  auftretenden 
C(3)  ein  Buschel  von  Kurven  dritter  Ordnung,  wie  wir  eben 
gesehen  haben;  (ist  p4  =  an  so  wird  p2  =  51).  Wir  schlieBen 
hieraus  umgekehrt: 

Alle  Kurven  dritter  Ordnung,  welche  durch  die 
vier  Ecken  eines  vollstandigen  Vierecks  (tx t2 1^ t4), 
seine  drei  Diagonalpunkte  (a203ct4)  und  noch  einen 
willkurlich  zu  wahlenden  achten  Punkt  p4  hindurch- 
gehen,  gehen  noch  durch  den  zu  p1  riicksichtlich 
des  Kegelschnittbuschels  [t^tgtj  konjugierten  Punkt 
p2  und  bilden  ein  Kurvenbiischel  dritter  Ordnung 
mit  diesen  neun  Grundpunkten.  Zwei  besondere  Kurven 
dieses  Buschels  erhalt  man,  indem  man  pt  zum  gemein- 
schaftlichen  Tangentialpunkt  fur  t:t2t3t4  wahlt,  dann  ist  p2 
der  gemeinschaftliche  Tangentialpunkt  fur  o2  Q3  Q4  und  p1 ,  oder 
indem  man  p2  zum  gemeinschaftlichen  Tangentialpunkt  fur 
tjtgtg^  wahlt,  dann  wird  px  der  gemeinschaftliche  Tangential- 
punkt fur  a2a3a4  und  pr 
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§  15.    Drei  Systeme  yon  unendlich  vielen  Paaren 
konjugierter  Punkte  anf  der  0<3>. 

1.  Geht  aus  einem  Punkte  31  der  C(3)  ein  Tangenten- 
quadrupel  an  dieselbe  (§  9,  6\  dessen  Beriihrungspunkte 

Oi,  ci2,  o3,  o4 
seien,  so  lassen  sich  dieselben  zu  drei  Paaren  ordnen,  indem 
durch   die  Wahl   des   einen  Paares   das   andere   mitbestimmt 

].     at  und  o2,     o3  und  o4, 

II.    ax    „    o3,    o2     „    o4, 

III.    ax    „    o4,    02    „    Og. 

Jedes  solches  Paar  kann,  wie  wir  jetzt  umgekehrt  nach- 
weisen  wollen,  als  ein  Paar  konjugierter  Punkte  fur  die 
C,3)  in  dem  fruheren  Sinne  (§  2)  aufgefaBt  werden,  welcher 
den  Ausgangspunkt  unserer  Betrachtungen  bildete;  und 
durch  ein  solches  Paar  werden  dann  unendlich  viele  andere 
Paare  konjugierter  Punkte  mitbestimmt,  welche  diejenigen 
Eigenschaften  besitzen,  die  wir  (§  2  und  §  3)  von  ihnen 
gefunden  haben. 

Da  wir  aber  auf  dreierlei  Art  (I.  II.  III.)  solche  Paare 
festlegen  konnen,  so  erhalten  wir  nicht  nur  ein,  sondern 
drei  verschiedene  Systeme  von  unendlich  vielen  Paaren  kon- 
jugierter Punkte  auf  der  C(3),  und  konnen  eine  und  dieselbe 
Kurve  C(3)  aus  dem  ersten,  zweiten  oder  dritten  System 
heraus  konstruieren. 

Der  Nachweis  der  Identitat  mit  der  Erzeugung  in  §  2 
und  §  3  braucht  sich  nur  auf  eines  dieser  drei  Systeme  zu 
erstrecken,  weil  er  in  gleicher  Weise  fur  die  beiden  ubrigen 
gefuhrt  werden  kann. 

Nehmen  wir  daher  im  Systeme  I.  von  den  Beriihrungs- 

punkten    o17  a2,  a3,  a4    des    Tangentenquadrupels    aus   9t    die 

Paare  ,  , 

a1  und  a2,     Og  und  a4, 

so  wissen  wir  aus  §  13,  2,  dafi  der  beliebig  gewlihlte  Punkt 
bx  der  C(3)  mit  c^  und  (^  verbunden  zwei  Strahlen  |  b{  at  \ 
und    1 6X  02 1    giebt,    welche    zum    dritten  Male   in    ct   und  c2 
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schneiden,  und  daB  die  Punkte  Cx  und  c2  die  Eigenschaft  be- 
sitzen,  denselben  Tangentialpunkt  S  zu  haben.  Derselbe 
kann  dadurch  gefunden  werden,  daB  wir  %  mit  dem  Tan- 
gentialpunkt 23  fur  ht  verbinden  und  den  dritten  Schnitt- 
punkt  ©  von  |  SIS  |  mit  der  C(3)  aufsucben.  Wir  erhalten 
also  aus  dem  einen  Paare  a^,  indem  wir  bx  verandern,  un- 
endlicb  viele  andere  Paare  CjC2  auf  der  C(3),  welche  samt- 
licb  die  gleiche  Eigenschaft  wie  axa2  besitzen,  namlich  den- 
selben Tangentialpunkt  zu  haben. 

Da  aber  in  §  13,  5  nacbgewiesen  ist,  daB  die  drei 
Strahlenpaare 

\%a,\  und  |Slct2|,  |  2la3|  und  |Sla4i,  |  Stq  |  und  |  SIc2| 
einer  Strahleninvolution  angehoren,  welcbe  schon  durch  die 
beiden  ersten  Strahlenpaare  vollstandig  bestimmt  ist,  so  er- 
kennen  wir,  daB  der  Punkt  St  nach  samtlichen  Punktepaaren 
qCg,  die  aus  dem  ersten  ct^  abgeleitet  werden,  Strahlen- 
paare einer  und  derselben  Strahleninvolution  sendet,  welche 
dem  Punkte  SI  zugehort. 

Nehmen  wir  drei  solche  Punktepaare  CXC2,  c{c2,  Cj'c.!' 
beliebig  heraus,  so  erkennen  wir,  daB  die  C(3)  als  der  Ort 
solcher  Punkte  SI  erscheint,  welche  nach  diesen  drei  Punkte- 
paaren drei  Strahlenpaare  einer  Involution  sendet,  und  da- 
durch ist  die  Identitat  unserer  C(3)  mit  derjenigen  Er- 
zeugungsweise,  von  welcher  wir  in  §  3  ausgiugen,  nach- 
gewiesen.  Wir  konnen  demgem'aB  folgendes  Resultat  aus- 
sprechen: 

Wenn  man  von  zwei  solchen  Punkten  ct:  a,  der 
6T<3',  welche  denselben  Tangentialpunkt  haben  und 
konjugierte  Punkte  heiBen  sollen,  ausgeht,  so  wird 
durch  dieselben  ein  ganzes  System  unendlich  vieler 
Paare  von  konjugierten  Punkten  cx  C2  in  eindeutiger 
Weise  festgelegt,  indem  man  zu  jedem  neuen  Paare 
dadurch  gelangt,  daB  man  einen  beliebigen  Punkt  J 
der  CW  mit  a^  verbindet  und  die  dritten  Schnitt- 
punkte  cx  C2  aufsucht.  Jeder  Punkt  SI  der  C(3)  sendet 
nach  alien  Paaren  konjugierter  Punkte  Strahlen- 
paare einer  Involution. 
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Alle  iibrigen  Eigenschaften,  z.  B.  daB  auch  jedes  ab- 
geleitete  Punktepaar  mit  einem  neuen  Kurvenpunkt  ver- 
bunden,  als  dritte  Schnittpunkte  wieder  ein  Paar  konjugierter 
Punkte  liefert,  daB  die  Strahleninvolutionen,  welche  selbst 
zwei  konjugierten  Punkten  zugehoren,  in  projektiver  Be- 
ziehung  und  halb-perspektiver  Lage  sich  befinden,  daB  man 
jedes  beliebige  Paar  konjugierter  Punkte  zu  Mittelpunkten 
der  zugehorigen  erzeugenden  Strahleninvolutionen  wahlen 
kann  u.  s.  w.,  ist  schon  in  §  2  und  §  3  ausgefiihrt  und  braucht 
nicht  wiederholt  zu  werden,  obwohl  es  sich  auch  von  hier  aus 
direkt  ableiten  laBt. 

2.  Neu  aber  tritt  uns  hier  das  Resultat  entgegen,  daB 
auf  einer  gegebenen  C(3)  drei  verschiedene  Systeme  von 
Paaren  konjugierter  Punkte,  die  in  einem  gewissen  Zu- 
sammenhange  miteinander  stehen,  auftreten,  daB  also  auch 
dieselbe  Kurve  0(3)  auf  drei  wesentlich  verschiedene  Arten 
durch  zwei  Strahleninvolutionen  in  projektiver  Beziehung 
und  halb-perspektiver  Lage  erzeugt  werden  kann. 

Hat   namlich    das    Tangentenquadrupel    aus    51    die  Be- 

riihrungspunkte 

«i>  Ogi  as;  tt4, 

und     seien    die    drei    Diagonalpunkte     dieses    vollstandigen 

Vierecks  ,  N       or, 

(M2,  tt8a4)-«', 

dann  kann  man  entweder 

I.  %  und  %'  als  Mittelpunkte  der  erzeugenden  Strahlen- 
involutionen wahlen,  wobei  die  nach 

ax  und  a2,     a3  und  o4 
hingehenden  Strahlenpaare  zur  Bestimmung  derselben  dienen, 
in   welchem  Falle    selbstverstandlich    die   Strahleninvolution 
[%']  eine  hyperbolische  ist;  oder 

II.  $  und  W  als  Mittelpunkte  der  erzeugenden  Strahlen- 
involutionen, welche  durch  die  Strahlenpaare  nach 

*  a:  und  a3,     a2  und  a4 

bestimmt  werden;  oder 
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III.  3(  und  31'"  als  Mittelpunkte  der  erzeugenden  Strahlen- 
involutionen, welche  durch  die  Strahlenpaare  nach 

ax  und  a4,     a2  und  a3 
bestimmt  werden. 

In  alien  drei  Fallen  ist  die  Strahleninvolution  [31'],  [51" J, 
[SI'"]  eine  hyperbolische,  wahrend  bekanntlich  von  den  drei 
Strahleninvolutionen  in  %  zwei  hyperbolisch  sind  und  eine 
elliptisch  ist.  Dieselbe  Kurve  CT(3)  kann  also  zweimal  durch 
zwei  hyperbolische  Strahleninvolutionen  und  einmal  durch 
eine  hyperbolische  und  eine  elliptische  Strahleninvolution 
erzeugt  werden.  Zwischen  den  drei  verschiedenen  Systenien 
von  Paaren  konjugierter  Punkte  auf  der  C(3)  besteht  ein 
gewisser  Zusammenhang,  uber  den  folgende  Betrachtung 
Auskunft  giebt: 

Ist  SjS^  ein  beliebiges  Paar  konjugierter  Punkte  init 
dem  gemeinsamen  Tangentialpunkt  %  in  dem  einen  System, 
93'$,'  ein  Paar  konjugierter  Punkte  mit  dem  gemeiu- 
samen  Tangentialpunkt  %'  in  dem  zweiten  System,  und 
mbge  die  Gerade  i$$'|  der  fr*  zum  dritten  Mai  in  $", 
die  Gerade  |  ty^l  |  der  C(3)  zum  dritten  Mai  in  ^3"  begegnen, 
so  mussen  offenbar  die  Tangenten  in  ^P^S'^"  der  CVi)  in 
den  Punkten  %,  %',  %"  einer  Geraden  zum  dritten  Mai  be- 
gegnen, ebenso  die  Tangenten  in  ^^5$"  in  den  Punkten 
X,  %',  %"  derselben  Geraden.  Der  dritte  Schnittpunkt  %" 
der  Geraden  j  %%'  j  ist  also  gemeinsamer  Tangentialpunkt 
fur  $"$)$,",  und  diese  sind  daher  ein  Paar  konjugierter  Punkte 
in  einem  der  drei  Systeme.  Sie  konnen  aber  weder  dem 
ersten  System  angehoren,  noch  dem  zweiten,  miissen  also 
dem  dritten  angehoren.  Denn  gehorten  ^5"^"  und  ^3^51 
demselben  Systeme  an,  so  miisste  der  Schnittpunkt 

auf  der  C(3)  liegen,  d.  h.  ^'  und  ?$[  miissten  zusammenfallen, 
was  der  Annahme  gemaB  nicht  der  Fall  ist;  also  gilt  der  Satz: 
Sind  ^3  und  ^  ein  Paar  konjugierter  Punkte  in 
einem  der  drei  Systeme,  S$'  und  ty[  ein  Paar  kon- 
jugierter  Punkte    in   dem    zweiten    System,    so    sind 
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die  dritten  Schnittpunkte  <$"  und  $,"  der  Ver- 
bindungslinien  |  $$'  |  und  |  ^[  |  mit  der  C™  ein 
Paar  konjugierter  Punkte  in  dem  dritten  System, 
und  die  drei  Tangentialpunkte  dieser  drei  Puukte- 
paare  liegen  auf  einer  Geraden. 

Aus  zwei  Paaren  konjugierter  Punkte  zweier  verscbie- 
denen  Systeme  folgt  also  immer  ein  Paar  konjugierter  Punkte 
des  dritten  Systems. 

Wir  baben  hierbei  stills  cbweigend  vorausgesetzt,  daB 
das  Tangentenquadrupel  von  einem  Punkte  51  der  C(3)  aus 
vier  reellen  Strahlen  bestebe,  also  auch  vier  reelle  Beriibrungs- 
punkte  babe. 

Dies  braucht  indessen  keineswegs  fiir  alle  Punkte  der 
C(3)  der  Fall  zu  sein,  sondern  die  Tangenten  konnen  aucb 
paarweise  konjugiert-imaginar  sein,  also  es  konnen  aucb  nur 
zwei  oder  keine  der  vier  Tangenten  reeli  sein.  Dies  ruft 
wesentlicbe  Modifikationen  der  vorigen  Untersucbungen  ber- 
vor  und  fiibrt  auf  die  verscbiedenen  Gestalten,  welcbe  eine 
<7(3)  annebmen  kann,  sowie  auf  die  Bedingungen  fiir  die  Er- 
zeugung  der  einen  oder  der  andern  Gestalt.  Diese  Unter- 
sucbung  bebalten  wir  uns  fur  spater  vor  (§  18). 

3.  Welcbes  der  drei  Systeme  von  konjugierten  Punkte- 
paaren  auf  der  6,(3)  wir  aucb  wablen  mogen,  in  jedem  der- 
selben  konnen  wir  nocb  die  Mittelpunkte  der  beiden  er- 
zeugenden  Strableninvolutionen  in  ein  beliebiges  Paar  kon- 
jugierter Punkte  bineinverlegen  und  daber  auf  unendlicb 
vielfache  Weise  die  C(3)  vermittelst  zweier  Strableninvolutionen 
erzeugen.  Solcbe  zwei  erzeugenden  Strableninvolutionen  be- 
balten nun  fiir  dasselbe  System  binsicbtlich  ibres  byperboliscben 
oder  elliptiscben  Cbarakters  Gleicbartigkeit  oder  Ungleicb- 
artigkeit  bei,  wie  man  aucb  ibre  Mittelpunkte  verandern  mag. 

In  der  Tbat,  ob  eine  Strableninvolution  byperboliscber 
oder  elliptiscber  Natur  ist,  lafit  sicb  durcb  die  Lage  zweier 
beliebigen  Strablenpaare 

x  und  x1}     y  und  yl 
bekanntlicb  so  entscbeiden,  daB  man  den  Wert  des  Doppel- 
verbaltnisses 
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betrachtet;  ist  dasselbe  positiv,  so  wird  kein  Eleruenten- 
paar  durch  das  andere  getrennt,  also  ist  die  Involution 
hyperbolisch;  ist  das  Doppelverhaltnis  dagegen  negativ, 
so  wird  jedes  der  beiden  Elementenpaare  durch  das  andere 
getrennt,  also  ist  die  Involutions  1  lip  tisch.  Dieses  konstante 
Vorzeichen  des  Doppelverhaltnisses  bleibt  erhalten,  welche 
zwei  Elementenpaare  man  auch  herausnehmen  ruag,  da  sie 
durch  zwei  Elementenpaare  gerade  bestimmt  wird  und 
natiirlich  ihren  Charakter  nicht  andern  kann  bei  anderer  An- 
nahme  von  Elementenpaaren. 

Nehmen  wir  drei  zur  Bestimmung  der  C(3)  notwendige 
und  hinreichende  Paare  von  konjugierten  Punkten  (§  2) 

««„     95951;     (£<£, 
willkurlich  und  unabhangig  voneinander  an,   dann  gilt  fiir 
die  funf  heliebigen  Punkte   21,  93,  9317  (5,  (^    die    Identitat 
zwischen  den  Doppelverhaltnissen  (§  2,  7) 

51(^^95950  .  93  (©^95,51) .  95x  (ee.Sr 95)  =  1, 
und  ebenso  zwischen  den  funf  beliebigen  Punkten  5t1 ,  95 ,  93  x , 
S,  ©j  die  Identitat 

«x  (©(5,88,)  .  ©(CC^Sy  .  »x  (<£(£,«, 95)  -  1, 
woraus  durch  Division  folgt 

2t  (£^9595,)      95  (£5,%^) 

^(^^9595,)    s^c^aaj 

und  in  gleicher  Weise  wiirde  sich  auch  die  Identitat  ergeben 

2t  (9595^)      g  (95 95,%%,) 

2^(9593^)  (^(©S^atl,)5 
diese  Relationen  zeigen  aber,  da6  wenn  die  beiden  den 
konjugierten  Punkten  21  und  2(x  zugehorigen  Strahleninvo- 
lutionen  gleichartig  sind,  d.  h.  entweder  beide  hyperbolisch 
oder  beide  elliptisch,  auch  die  den  beiden  konjugierten  Punkten 
93  und  95j  und  ebenso  die  den  beiden  konjugierten  Punkten 
G  und  (£j  zugehorigen  Strahleninvolutionen  gleichartig  sein 
mussen;  dagegen  wenn  die  den  beiden  konjugierten  Punkten 
21    und    2^    zugehorigen    Strahleninvolutionen    ungleichartig 
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sind,  d.  h.  eine  hyperbolisch  und  die  andere  elliptisch,  dies 
auch  bei  den  beiden,  den  Punkten  S3  und  S3X,  sowie  den  Punkten 
©  und  (5r  zugehorigen  Strahleninvolutionen  der  Fall  sein  muB. 

An  Stelle  des  Paares  53 1©!  konnen  wir  aber  ein  be- 
liebiges  anderes  Paar  konjugierter  Punkte  X3£x  (desselben 
Systems)  setzen,  ohne  daS  die  Strahleninvolutionen  [51]  und 
[StJ  dadurch  geandert  werden,  also  gilt  fur  jedes  beliebige 
Paar  konjugierter  Punkte  3E36X  dasselbe,  was  fur  irgend  ein 
Paar  konjugierter  Punkte  desselben  Systems  gilt.  Wir 
schlieBen  daher  den  Satz: 

Wenn  fur  irgend  ein  Paar  konjugierter  Punkte 
einer  C(3)  die  zugehorigen  Strahleninvolutionen 
gleichartig  sind  (d.  h.  entweder  beide  hyperbolisch 
oder  beide  elliptisch),  so  sind  sie  fur  samtliche 
Paare  konjugierter  Punkte  gleichartig;  wenn  da- 
gegen  fur  irgend  ein  Paar  konjugierter  Punkte 
(desselben  Systems)  einer  C(3)  die  zugehorigen 
Strahleninvolutionen  ungleichartig  sind  (d.  h.  eine 
elliptisch  und  die  andere  hyperbolisch),  so  ist  dies 
auch  bei  samtlichen  iibrigen  Paaren  konjugierter 
Punkte  der  Fall. 

4.  Nun  ist  die  eine  Moglichkeit,  namlich  daG  die  den 
samtlichen  Punkten  einer  C(3)  zugehorigen  Strahleninvolutionen 
alle  elliptisch  seien,  von  vornherein  ausgeschlossen, 
sondern  es  giebt  immer  auf  der  C^  solche  Punkte,  deren 
zugehorige  Strahleninvolutionen  hyperbolisch  sein  mussen; 
denn  waren  512^  ein  Paar  konjugierter  Punkte,  so  schneidet 
die  Verbindungslinie  |  SIStj  |  die  C(3)  notwendig  noch  in 
einem  dritten  Punkte,  fur  den  die  zugehorige  Strahlen- 
involution  eine  hyperbolische  ist,  weil  fur  ihn  |  %%v  \  ein 
Doppelstrahl  wird;  und  dies  gilt  fur  jeden  Verbindungsstrahl 
zweier  konjugierten  Punkte.  Der  erste  Fall  teilt  sich  dem- 
nach  in  zwei  Teile,  und  es  konnen  uberhaupt  nur  drei  Falle 
eintreten,  namlich: 

a)  Die  den  samtlichen  Paaren  konjugierter  Punkte  der 
C[3)  zugehorigen  Strahleninvolutionen  sind  gleichartig  und 
allemal  beide  hyperbolisch; 
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/3)  die  den  samtlichen  Paaren  konjugierter  Punkte  der 
C(3)  zugehorigen  Strahleninvolutionen  siud  gleichartig,  aber 
fur  einen  Teil  derselben  sind  beide  hyperbolisch,  fiir  den 
iibrigen  Teil  von  Paaren  sind  beide  elliptisch; 

y)  die  jedein  Paare  konjugierter  Punkte  der  C(3)  zu- 
gehorigen Strahleninvolutionen  sind  inimer  ungleichartig, 
d.  h.  eine  hyperbolisch  und  die  andere  elliptisch. 

Wir  wollen  diese  drei  Falle  nach  dem  Vorschlage 
Reye's  (Geometrie  der  Lage,  3.  Auflage,  S.  244)  bezeichnen 
als  a)  den  hyperbolischen ,  /3)  den  elliptischen  und  y)  den 
dualen  Fall. 

I}aG  der  erste  (hyperbolische)  Fall  wirklich  eintreten 
kann,  erkennen  wir  aus  der  Erzeugung  der  C(3)  vermittelst 
einer  Kegelschnittschar  und  eines  Punktepaares  ?1511  (§  3,  4). 
Nehmen  wir  namlich  eine  Kegelschnittschar  mit  vier  gemein- 
schaftlichen  imaginaren  Tangenten  an,  so  besitzt  dieselbe 
bekanntlich  die  Eigenschaft,  daB  die  Tangentenpaare  aus 
jedem  Punkte  der  Ebene  an  dieselbe  eine  hyperbolische 
Strahleninvolution  bilden,  folglich  auch  aus  alien  Punkten 
der  C(3).  Punkte  mit  zugehorigen  elliptischen  Strahlen- 
involutionen giebt  es  also  uberhaupt  nicht. 

5.  Den  Nachweis  fiir  die  eben  ausgesprochene  Be- 
hauptung  wollen  wir  der  kiirzeren  Aussprache  wegen  auf 
dem  dual  gegeniiberstehenden  Gebiete  fuhren,  d.  h.  den 
Satz  beweisen: 

„Jede  Gerade  wird  von  einem  Kegelschnitt- 
biischel  mit  vier  imaginaren  Grundpunkten  in  einer 
hyperbolischen  Punktinvolution  geschnitten." 

In  einem  Kegelschnittbuschel  mit  vier  imaginaren  Grund- 
punkten giebt  es  namlich  immer  ein  reelles  Linienpaar  he 
(ausgearteter  Kegelschnitt  des  Biischels),  die  Trager  zweier 
elliptischen  Punktinvolutionen,  die  saintlichen  Kegelschnitten 
des  Biischels  zugehoren,  d.  h.  aus  Paaren  konjugierter 
Punkte  riicksichtlich  samtlicher  Kegelschnitte  des  Biischels 
bestehen. 

Schneidet  nun  eine  beliebige  Gerade  g  die  Trager  dieser 
beiden  Punktinvolutionen  in  den  Punkten 
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(gb)  =  h,    {gc)  =  z, 

und  sind  die  konjugierten  Punkte   derselben  in   den  beiden 

Involutionen  bez.  ,  , 

Vy  und  c1? 

ihre  Verbindungslinie 

ist   ferner   in    dem   Schnittpunkt  der  Trager  ein  Punkt  der 
einen  mit  einem  der  andern  vereinigt 

(be)  =  23  =  e1? 

deren  konjugierte  Punkte  fur  beide  Involutionen  bez. 

»!  und  © 
seien,  und  heifit  endlicli  die  Verbindungslinie 

|®i<5|-«i 
dann    wird    diejenige    Punktinvolution,    welche    das    Kegel- 
schnittbiischel    auf   der  Geraden  g    ausschneidet,    durch    die 
beiden  Punktepaare  bestimmt 

(gb)  und  (gc),  (ga)  und  (g9l).  [Th.  d.  K.  S.  257.] 
Von  den  fiinf  Geraden  in  der  Ebene  a,  b,  c,  g,  gx  wird 
nun  jede  durch  die  vier  iibrigen  in  vier  Punkten  geschnitten, 
die  einen  bestimmten  Wert  des  Doppelverhaltnisses  dar- 
bieten,  und  zwiscben  den  dadurcb  erhaltenen  Doppelverhalt- 
nissen  gilt  die  bekannte  Mobiussche  Relation 

g  {agxbc) .  b  (agt  eg) .  e  (agxgb)  =  1 
(§  2,  7),  welche  sich  in  die  Form  bringen  laBt 

n»ca9l)      l_h{acgig) 

Wenn  nun  die  beiden  Punktinvolutionen  auf  b  und  c 
elliptisch  sind,  so  sind  die  Werte  der  beiden  Doppelverh'altnisse 

c(al>9i9)  und  b(ac9i9) 
beide   negativ,   folglich  g{bcag^)    posititiv,    d.  h.   die   auf  g 
ausgeschnittene  Involution  ist  hyperbolisch  w.  z.  b.  w. 

In  gleicher  Weise  konnen  wir  zeigen,  daB  bei  Ver- 
anderung  von  g,  wodurch  sich  auch  gl  verandert,  das  Linien- 
paar  ggx  auf  der  Geraden  a  Punktepaare  einer  und  derselben 
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festen  Involution  ausschneidet;  denn  sei  ein  beliebiges  zweites 
Geradenpaar  der  vorigen  Art  g'gl,  so  ist  identiscb 

a(bcgg')  .b(cagg')  .c(abgg')  -  1, 
a{cbgxg[)  b{acgl9[)  c(bagig[)  =  \, 

wenn  daber  wegen  der  Involution  auf  b 
b{ca9§')  —  b{acgrg$ 

und  wegen  der  Involution  auf  c 

c(abgg')  =  c(bag1g[) 
ist,  so  folgt  auch 

a(pcgg!)  —  Oiichg^), 

folglich  besclireiben  die  Punkte  (ag)  und  (ag^)  auf  dem 
Trager  a  eine  Punktinvolution.  Aus  dem  Zusaminenhange 
dieser  drei  Punktinvolutionen  auf  den  festen  Tragern  «&c, 
welcber  durch  die  Beziebung  gegeben  ist 

«(&Wi)  ■  h  (ca99i)  .c{abgg^  =  1 
folgt  auch,  da6  die  Involution  auf  a  hyperboliscb  sein  mu6, 
wenn  die  beiden  Involutionen  auf  b  und  c  elliptiscb  sind7 
und  uberhaupt  von  den  drei  Involutionen  immer  zwei 
elliptiscb  und  eine  byperboliscb,  oder  alle  drei  byperboliscb 
sein  miissen   (Tb.  d.  K.  S.  254). 

6.  Kebren  wir  nacb  dieser  Abscbweifung  zu  der  Be- 
tracbtung  in  4.  zuriick,  so  wissen  wir  hinsicbtlicb  des  byper- 
boliscben  oder  elliptiscben  Cbarakters  zweier  erzeugender 
Strableninvolutionen  einer  C(3);  da6  die  Gleichartigkeit  oder 
Ungleichartigkeit  desselben  zwar  erbalten  bleibt  fur  dasselbe 
System  konjugierter  Punkte  der  C(3\  da6  aber  dabei  drei 
Falle,  der  byperboliscbe,  der  elliptiscbe  und  der  duale  auf- 
treten  konnen.  Dies  fiihrt  zwar  nicbt  zu  wesentlicb  ver- 
scbiedenen  Gattungen  der  C(3),  sondern  z.  B.  bei  derselben 
C(3)  kann  sowobl  der  elliptiscbe,  als  aucb  der  duale  Fall 
auftreten,  und  wir  werden  erst  spater  die  verscbiedenen 
Gattungen  der  (7(5)  und  die  Bedingungen  fur  ibre  Erzeugung 
kennen  lernen,  allein  mit  der  Kurve  C(8)  bangt  eine  be- 
stimmte  Kurve  $(3)  eng  zusammen  (§  6),  welcbe  ebenso 
durcb   Paare    von  Punktinvolutionen  erzeugt  wird,    wie  die 
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C(3)  durch  Paare  von  Strahleninvolutionen.  Der  hyperbolische, 
elliptische  oder  duale  Charakter  fur  die  C(3)  steht  mit  dem 
fur  die  $(3)  in  einein  Zusanimenhange,  welch  en  wir  jetzt 
untersuchen  wollen. 

Halten  wir  eines  der  drei  Systeme  konjugierter  Punkte 
auf  der  C(3)  fest,  so  sendet  ein  beliebiger  Punkt  derselben 
nach  samtlichen  Paaren  konjugierter  Punkte  Strahlenpaare 
einer  bestimmten  ihru  zugehorigen  Strahleninvolution;  zu 
zwei  konjugierten  Punkten  selbst  gehoren  zwei  bestinimte 
Strahleninvolutionen,  die  entweder  gleichartigen  oder  un- 
gleichartigen  Charakters  siud.  Die  Verbindungsstrahlen 
aller  Paare  konjugierter  Punkte  umhullen  eine  bestinimte 
£(3),  und  zwar  ist  eine  solche  Verbindungslinie  der  eine 
Doppelstrahl  einer  jener  Strahleninvolutionen,  dem  sich  der 
zweite  zugesellt,  so  daB  der  Schnittpunkt  beider  ein  Punkt 
der  C(3)  wird  (namlieh  der  dritte  Schnittpunkt  jener  ersten 
Verbindungslinie  und  der  (7(3)).  Wir  konnen  also  auch 
sagen:  die  $(3)  wird  umhiillt  von  samtlichen  Doppelstrahlen 
der  vorigen  Strahleninvolutionen.  Die  Tangenten  der  $(3) 
ordnen  sich  auf  diese  Weise  selbst  zu  Paaren  konjugierter 
Tangenten,  und  jede  beliebige  Tangente  wird  von  diesen 
samtlichen  Paaren  konjugierter  Tangenten  in  Punktepaaren 
einer  Punktinvolution  geschnitten;  die  Doppelpunkte  dieser 
Punktinvolution  erfullen  dann  wiederum  die  C(3)  und  bilden 
die  Paare  konjugierter  Punkte  derselben.  Dadurch  wird 
der  Kreis  der  Betrachtung  geschlossen.  Der  friiher  gefundene 
Zusammenhang  zwischen  den  Paaren  konjugierter  Punkte 
der  C(3)  und  Paaren  konjugierter  Tangenten  der  ®(3)  ist 
aber  der,  daB  immer  das  eine  Paar  durch  das  andere  har- 
monisch  getrennt  wird  (§  7,  2). 

Wenn  nun  bei  der  Ci3)  der  hyperbolische ,  elliptische 
oder  duale  Fall  eintritt,  so  wird  auch  in  bestimmter  Weise 
einer  dieser  drei  Falle  bei  der  $(3)  eintreten,  hinsichtlich 
der  Paare  erzeugender  Involutionen. 

7.  Gehen  wir  von  drei  zur  Bestimmung  der  C(3)  not- 
wendigen  und  hinreichenden,  voneinander  unabhangigen 
Paaren  konjugierter  Punkte 
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aus,  so  erhalten  wir  aus  ihnen  drei  Strableninvolutionen, 
durch  je  zwei  Strahlenpaare  bestimmt,  die  wir  in  ab- 
kurzender  aber  nicht  niiBzuverstehender  Weise  so  bezeicbnen 
konnen 

$[9595^],    »[£©!««,],    (£[««!»»!], 
^[9595^],  951[(S(S1TO1],  ^TOSSSJ; 

die  drei  Paare  (reeller  oder  konjugiert-imaginarer)  Doppel- 
strablen    der   drei   Strableninvolutionen   [51],   [95],  [£]   seien 

aa1}  bblf  ccx 

und  konnen  als  drei  Paare  konjugierter  Strablen  zur  Be- 
stimmung  der  $(3)  gewablt  werden.  Fassen  wir  nun  die 
drei  Punktepaare 

%  und  %xy     95  und  951;     (£  und  (5X 

als  drei  ausgeartete  Kegelscbnitte  auf,  so  bestimmen  je 
zwei  derselben  eine  Kegelschnittschar;  aus  diesen  drei 
Scbaren  leiten  wir  durcb  Vereinigung  von  je  zwei  Kegel- 
scbnitten  neue  Scbaren  ab  u.  s.  f.,  von  denen  die  Gesamt- 
beit  des  ganzen  Kegelscbnittgewebes  erfullt  wird  (§  5). 
Fassen  wir  andererseits  die  drei  Linienpaare 
a  und  ttj,     b  und  &,,     c  und  cx 

als  drei  ausgeartete  Kegelscbnitte  auf,  so  bestimmen  je 
zwei  derselben  ein  Kegelscbnittbiiscbel,  und  aus  diesen  drei 
Biischeln  leiten  wir  durch  Vereinigung  von  je  zwei  Kegel- 
scbnitten  neue  Buschel  ab  u.  s.  f.  Die  Gesamtbeit  aller 
dieser  Kegelschnitte  erfullt  das  Kegelscbnittnetz.  Eine 
der  einfacbsten  Erzeugungsweisen  fur  die  C(3)  war  nun  die, 
da6  wir  aus  dem  Kegelscbnittgewebe  eine  beliebige  Kegel- 
scbnittscbar berausnabmen,  aus  einem  beliebigen  Paar  kon- 
jugierter Punkte  91$!  an  jeden  Kegelschnitt  der  Scbar  die 
Tangentenpaare  legten  und  zum  Durcbscbnitt  bracbten;  die 
vier  Durcbscbnittspunkte  erfullen  dann  die  ganze  CIJ)  (§  3, 4). 
Andererseits  nebmen  wir  ein  beliebiges  Kegelschnittbuscbel 
aus  dem  Netze  beraus  und  lassen  ein  Paar  konjugierter 
Strablen    aax   (einen   ausgearteten  Kegelschnitt  des  Netzes) 
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von  jedem  Kegelschnitte  des  Biischels  in  zwei  Punktepaaren 
durchschneiden;  die  vier  Verbindungslinien  der  Durchschnitts- 
punkte  uinhiillen  dann  die  ganze  Kurve  $(3\ 

Ueber  den  hyperbolischen,  elliptischen  oder  dualen 
Charakter,  welchen  die  C(3)  darbietet,  entscheidet  dann  der 
Charakter  der  Strahleninvolutionen  in  21  und  2tI7  und  iiber 
den  hyperbolischen,  elliptischen  oder  dualen  Charakter  der 
$l3)  ebenso  der  Charakter  der  beiden  Punktinvolutionen  auf 
a  und  at.  Da  wir  aus  5.  wissen,  da6  jedes  Kegelschnitt- 
buschel  mit  vier  imaginaren  Grundpunkten  eine  beliebige 
Gerade  in  Punktepaaren  einer  hyperbolischen  Punktinvolution 
schneidet,  und  andererseits  an  jede  Kegelschnittschar  mit 
vier  imaginaren  gemeinschaftlichen  Tangenten  ein  beliebiger 
Punkt  der  Ebene  Tangentenpaare  sendet,  die  eine  hyper- 
bolische  Strahleninvolution  bilden,  so  folgt  z.  B.  daB,  wenn 
unter  samtlichen  Kegelschnittscharen  des  Gewebes  eine  ein- 
zige  vorkommt,  die  vier  imaginare  gemeinschaftliche  Tan- 
genten besitzt,  dann  die  zugehorige  C^  notwendig  hyper- 
bolischen Charakters  sein  muB,  und,  wenn  unter  samtlichen 
Kegelschnittbuscheln  des  Netzes  ein  einziges  vorkommt, 
dessen  vier  Grundpunkte  imaginar  sind,  dann  notwendig  die 
zugehorige  ®(3)  hyperbolischen  Charakters  sein  muB. 

8.  Betrachten  wir  nun  den  einen  der  beiden  dual 
gegeniiberstehenden  Falle,  ein  Kegelschnittbuschel,  so  ent- 
halt  dasselbe  bekanntlich  im  allgemeinen  drei  Linienpaare 
(ausgeartete  Kegelschnitte);  diese  sind  entweder  alle  drei 
reell,  oder  nur  eines  von  ihnen  ist  reell  und  die  beiden 
andern  sind  konjugiert- imaginar;  die  Schnittpunkte  (Doppel- 
punkte)  dieser  imaginaren  Linienpaare  sind  entweder  beide 
reell,  oder  keiner  von  beiden,  aber  ihre  Verbindungslinie, 
auf  welcher  sie  durch  eine  elliptische  Punktinvolution  ver- 
treten  werden.  Der  erste  Fall  kann  nur  eintreten,  wenn 
die  Grundpunkte  des  Biischels  alle  vier  reell  sind.  Der 
zweite  Fall,  daB  zwei  Linienpaare  reelle  Schnittpunkte 
(Doppelpunkte)  haben,  aber  selbst  konjugiert-imaginar  sind, 
tritt  nur  ein,  wenn  die  Grundpunkte  des  Biischels  alle  vier 
imaginar  sind.   Der  dritte  Fall,  daB  von  den  beiden  imaginaren 
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Linienpaaren  auch  die  beiden  Schnittpunkte  (Doppelpunkte) 
konjugiert-iuiagin'ar  sind,  aber  auf  einer  reellen  Geraden 
durch  eine  elliptische  Punktinvolution  vertreten  werden,  tritt 
nur  ein,  wenn  von  den  vier  Grundpunkten  zwei  reell  und 
zwei  konjugiert-iinaginar  sind,  deren  Verbindungsstrahlen 
das  eine  allein  reelle  Linienpaar  des  Biischels  bilden  (Th.  d. 
K.  S.  364). 

Das  Analoge  gilt  fur  die  Kegelschnittsckar. 

Nehmen  wir  nun  an,  da6  auf  einer  C(3)  zwei  konjugierte 
Punkte  %,  %1  mit  zugehorigen  elliptischen  Strahleninvolutionen 
vorhanden  sind,  also  die  C(3)  elliptischen  Charakters  ist, 
dann  miissen  die  konjugiert-iniaginaren  Doppelstrahlen  dieser 
beiden  elliptischen  Strahleninvolutionen  sich  in  vier  imaginaren 
Punkten  durchschneiden,  die  auf  einem  (reellen  und  in  be- 
kannter  Weise  konstruierbaren)  Linienpaar  liegen  und  durch 
zwei  (ebenfalls  reell  konstruierbare)  elliptische  Punktinvo- 
lutionen  vertreten  werden.  Die  vier  imaginaren  Durch- 
schnittspunkte  sind  aber  die  vier  Grundpunkte  eines  Kegel- 
schnittbuschels,  welches  dem  Netze  angehort,  aus  deni  die 
^(3)  hervorgeht;  also  mu6  diese  nach  der  obigen  Bemerkung 
hyperbolischen  Charakters  sein.  Wir  schlieBen  hieraus  den 
Doppelsatz: 

Wenn  eine  C(3)  ellip-  Wenn  eine  $(3)  ellip- 
tischen Charakters  ist,  so  tischen  Charakters  ist,  so 
uiuB  die  zugehorige  ®(3)  mu6  die  zugehorige  C(3) 
hyperbolischen  Gharak-  hyperbolischen  Charak- 
ters sein.  ters  sein. 

Dasselbe  gilt  auch,  wenn  von  den  beiden  den  kon- 
jugierten  Punkten  St  und  %v  zugehorigen  Strahleninvolutionen 
nur  eine  elliptisch  und  die  andere  hyperbolisch,  also  die 
C(3)  dualen  Charakters  ist.  Denn  die  beiden  Linienpaare, 
gebildet  von  den  Doppelstrahlen  der  Strahleninvolutionen, 
schneiden  sich,  da  nur  eines  reell  ist,  in  vier  imaginaren 
Punkten,  die  durch  zwei  elliptische  Punktinvolutionen  auf 
den  beiden  reellen  Doppelstrahlen  vertreten  werden  und  reell 
konstruiert  werden  konnen.  Die  vier  imaginaren  Schnitt- 
punkte   dieser    beiden    Linienpaare    sind    die    Grundpunkte 
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eines  Kegelschnittbiischels,  welches  dem  Netze  angehort,  aus 
dem  die  $(3)  hervorgeht,  also  mu8  diese  hyperbolischen 
Charakters  sein.     Wir  schlieBen  hieraus  den  Doppelsatz: 

Wenn  eine  C(3)  dualen  Wenn  eine  $(3)  dualen 
Charakters  is t,  so  muB  Charakters  ist,  so  muB 
die  zugehorige  $(;})  hyper-  die  zugehorige  C<3)  hyper- 
bolischen  Charakters  bolischen  Charakters 
sein.  sein. 

Aus  den  vorigen  beiden  Doppelsatzen  schliefien  wir 
durch  Unikehrung: 

Wenn  eine  CV3)  hyper-  Wenn  eine  $(3)  hyper 
bolischen  Charakters  is t,  bolischen  Charakters  ist 
so  muB  die  zugehorige  ®(3)  so  muB  die  zugehorige  C(3' 
entweder  dualen  oder  entweder  dualen  oder 
elliptischen  Charakters  elliptischen  Charakters 
sein,  und  zwar  dualen  sein,  und  zwar  dualen 
Charakters,  sobald  auf  Charakters,  sobald  die 
den  beiden  Doppelstrah-  beiden  Doppelpunkte  ir- 
len  irgend  einer  der  er-  gend  einer  der  erze.ugen- 
zeugenden  Strahleninvo-  den  Punktinvolutionen 
lutionen  die  durch  samt-  nach  alien  ubrigen  Dop- 
liche  Doppelstrahlen-  pelpunktpaaren  zwei  un- 
paare  ausgeschnittenen  gleichartige  Strahlenin- 
Punktinvolutionen  un-  volutionen  senden,  da- 
gleichartig  sind,  dagegen  gegen  elliptischen  Cha- 
elliptischen  Charakters,  rakters,  sobald  solche 
sobald  sie  gleichartig  zwei  Strahleninvolu- 
sind.  tionen  gleichartig  sind. 

DaG  menials  zu  einer  C(3)  hyperbolischen  Charakters 
wieder  eine  $(3)  hyperbolischen  Charakters  zugehoren  kann 
und  umgekehrt,  folgt  daraus,  daB  bei  einer  C(3)  hyper- 
bolischen Charakters  unter  den  Paaren  konjugierter  Punkte 
auch  immer  iniaginiire  Punkte  auf  reellem  Trager  vor- 
kommen  miissen.  Der  directe  Nachweis  fur  diese  Behauptung 
erfordert  aber  eine  eingehendere  Untersuchung,  zu  der  wir 
in  den  nachsten  Paragraphen  ubergehen  wollen  (§  16 — 20). 

Sch niter,  Theorie  der  ebrnen  Kurven  3.  Ordn.  9 
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§  16.    Allgemeine  Untersuehung  der  yerschiedenen 
Gestalten,  welche  eine  C(8)  anuehmen  kann. 

1.  Die  verschiedenen  Erzeugungsweisen  der  C(3),  welche 
wir  kennen  gelernt  haben,  liefern  imnier  einen  georne- 
trischen  Ort  von  (einfach)  unendlich  vielen  Punkten,  welche 
kontinuierlich  aufeinander  folgend  die  gesanite  C(3)  erfiillen; 
diese  besitzt  die  Eigenschaft,  da8  aus  einem  beliebigen 
Punkte  D  derselben  entweder  keine,  oder  zwei  oder  vier 
reelle  Tangenten  an  die  Kurve  gehen  (§  9,  6),  auBer  der 
Tangente  in  D  selbst.  Jede  Gerade  begegnet  der  C{3)  im 
allgemeinen  in  drei  Punkten,  von  denen  einer  immer  reell 
sein  muG,  die  beiden  andern  auch  konjugiert-imaginar  sein 
konnen. 

Gehen  wir  nun  von  einem  beliebigen  endlichen  Punkt 
D  der  Kurve  aus  (der  kein  Wendepunkt  ist)  und  drehen  um 
D  einen  Strahl  s  in  der  ganzen  Ebene  herum  (um  180°, 
oder  als  Halbstrahl  um  360°),  so  wird  dieser  Strahl  s  der 
(/•{•?  auBer  in  D  noch  in  zwei  weiteren  Punkten  §  und  §' 
begegnen,  welche  entweder  beide  reell  sind  und  getrennt 
voneinander  liegen,  oder  in  einen  Punkt  zusammenfallen 
(welcher  dann  ein  Beriihrungspunkt  wird)  oder  endlich 
konjugiert-imaginar  sein  konnen.  Der  mittlere  Fall  wird 
den  Ubergang  bilden  vom  ersten  zum  dritten  und  umgekehrt 
bei   kontinuierlichem  Verlauf  der    C(3)   (ohne  Doppelpunkt). 

Denken  wir  uns  die  vollstandige  Drehung  des  Strahles 
s  um  den  Punkt  O  vollzogen,  so  daB  die  Punkte  von  s 
nach  und  nach  samtliche  Punkte  der  Ebene  erreichen,  so 
wird  die  Annahme,  daB  fur  alle  Lagen  von  s  die  beiden 
Punkte  §§'  immer  konjugiert-imaginar  seien,  unzulassig 
sein,  weil  dann  die  ganze  C(3)  nur  den  einzigen  reellen  Punkt 
£)  haben  wurde,  was  gegen  die  Voraussetzung  unserer  Er- 
zeugungsweisen ist.  Insbesondere  wird  schon  die  Tangente 
in  D  noch  in  einem  dritten  Punkte  D2  der  C(3)  begegnen, 
dem  Tangentialpunkt  von  D.  Es  bleiben  also  nur  zwei 
Moglichkeiten: 
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a)  Entweder  schneidet  der  um  D  vollstandig  herum- 
gedrehte  Strahl  s  die  C(3)  immer  in  zwei  reellen  getrennt 
liegenden  weiteren  Punkten  §<§',  oder: 

/3)  Der  Strahl  s  schneidet  fur  gewisse  Gebiete  seiner 
um  D  vollzogenen  Drehung  in  zwei  reellen  Punkten  §>  §', 
fur  andere  Gebiete  in  zwei  konjugiert-imaginaren  Punkten, 
und  der  Ubergang  von  dem  einen  zuin  andern  Fall  findet 
statt  beim  Zusammenfallen  der  Punkte  §§',  d.  h.  der  ver- 
anderliche  Strahl  s  wird  Tangente  aus  £)  an  die  C(3),  ge- 
hort  dem  Tangentenquadrupel  aus  £)  an.  DaB  in  der  That 
bei  der  Drehung  des  Strahles  s  um  D  solche  Lagen  ein- 
treten  miissen,  in  welehen  3  und  §'  reell  und  getrennt  von- 
einander  sind,  geht  auch  daraus  hervor,  daB  die  Verbindungs- 
linie  von  D  mit  irgend  einem  andern  Punkte  §  der  C(3)  not- 
wendig  noch  in  einem  dritten  reellen  Punkte  §'  der  C(3) 
begegnen  muB,  der  unter  Umstanden  auch  mit  §  zusammen- 
fallen kann. 

2.  Fassen  wir  nun  zunachst  den  ersten  Fall  ins  Auge,  in 
welchem  die  Punkte  §  und  §>'  immer  reell  und  voneinander  ge- 
trennt sind,  so  wird  keine  Tangente  des  von  O  ausgehenden 
Quadrupels  reell  seinkonnen,  vveil  sons tfiirdiese  zwei  Punkte  §> 
und  s'  zusammenfielen  (was  gegen  die  Annahme  ist),  und  bei 
weiterer  Drehung  muBte  der  Fall  zweier  konjugiert-imaginarer 
Punkte  §>§>'  eintreten,  was  ebenfalls  gegen  die  Annahme  ist. 

Fur  die  Tangente  in  D  fallt  einer  der  beiden  Punkte  §  § ' 
nach  D  selbst,  der  andere  §>'  ist  der  Tangentialpunkt  Dt  zu  D. 

In  diesem  ersten  Falle  muB  daher  die  61(3)  aus  zwei 
voneinander  getrennten  und  in  sich  zusammen- 
h  an  gen  den  Ziigen  bestehen,  deren  einen  der  Punkt  §  und 
den  andern  der  Punkt  §'  durchlauft.  Der  eine  der  beiden 
Ziige  geht  durch  D;  wir  wollen  diesen  als  von  §  beschrieben 
annehmen  und  den  paaren  Zug  oder  das  Oval  nennen, 
weil  jeder  Strahl  s  ihn  in  zwei  Punkten,  namlich  in  D  und 
§,  trifft;  den  andern  von  §>'  beschriebenen  Zug  wollen  wir 
den  unpaaren  Zug  oder  die  Serpentine  nennen,  weil 
jeder  Strahl  s  ihn  nur  in  einem  reellen  Punkte  trifft.  Er 
enth'alt  notwendig  den  Tangentialpunkt  D,  zu  O. 


132  Theorie  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung. 

Wir  konrien  in  unserm  Fall  auch  sagen:  Jede  Gerade 
s,  welche  durch  einen  Punkt  des  paaren  Zuges  einer  zwei- 
zugigen  C(3)  hindurchgeht,  mu6  noch  in  zwei  andern  reellen 
Punkten  der  C,(3)  begegnen,  von  denen  der  eine  auf  dem 
paaren,  der  andere  auf  dem  unpaaren  Zuge  der  Kurve  liegt. 

Aus  dem  Punkte  D1;  dem  Tangentialpunkt  zu  £5,  geht 
die  reelle  Tangente  |  Ox  O  J  an  die  Kurve,  folglich  not- 
wendig  noch  eine  zweite  reelle  Tangente;  die  iibrigen  beiden 
Tangenten  aus  €)1  konnten  reell  oder  auch  konjugiert-ima- 
ginar  sein;  daG  letzeres  nicht  der  Fall  ist,  geht  aus  dem 
Folgenden  hervor  (5.). 

3.  Wenn  auf  dem  um  D  gedrehten  Strahl  s  sowohl 
reelle  als  auch  konjugiert-imaginare  Punkte  §§'  fur  ver- 
schiedene  Lagen  von  s  vorkommen,  so  mu6  es  Ubergangs- 
falle  zwischen  zwei  solchen  Gebieten  bei  der  Drehung  von  s 
geben,  d.  h.  es  mu8  vorkommen,  da6  §  und  §'  zusammenfallen, 
also  aus  O  eine  reelle  Tangente  an  die  C(3)  geht,  mithin  also  min- 
destens  noch  eine  zweite  reelle  Tangente;  die  beiden  iibrigen 
konnen  reell  oder  auch  konjugiert-imaginar  sein.  Wir 
wollen  die  erstere  Annahme  an  dritter  Stelle  behandeln  und 
jetzt  annehmen,  daB  aus  O  nur  zwei  reelle  Tangenten 

tt  und  t2 

an  die  C(3)  gehen  (die  iibrigen  beiden  Tangenten  aber  kon- 
jugiert-imaginar seien). 

In  diesem  Falle  teilen  die  beiden  reellen  Tangenten 
den  ganzen  Raum  der  Ebene  in  vier  Gebiete,  zwei  Scheitel- 
rauine  und  die  beiden  Nebenscheitelraume.  Das  eine  Paar 
Scheitelraume  enthalt  samtliche  Punktepaare  §>%',  die  auf 
einem  durch  D  gehenden  Strahle  s  getrennt  voneinander 
liegen;  das  andere  Paar  Scheitelraume  enthalt  iiberhaupt 
keinen  reellen  Punkt  der  Kurve  weiter.  In  dem  ersten 
Paar  Scheitelraume  mu6  also  die  ganze  C(3)  verlaufen  und 
einen  zusammenhangenden  Zug  bilden;  wir  nennen  sie 
eine  einziigige  6"(3)  oder  Serpentine.  Sie  hangt  im  Un- 
endlichen  zusammen,  wie  die  Hyperbel,  kann  auch  durch 
ihre    unendlich   entfernten  Punkte    in    mehrere   Zweige   zer- 
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fallen,   die  miteinander  wie   die  Hyperbel   zusammenbangen ; 

uber    diesen    Zusammenbang    in    den    unendlich    entfernten 

Punkten  werden  wir  nocb  spater  eine  Uberlegung  anstellen. 

Vorlaufig  tritt   uns  diese  Ct3>  im  Gegensatz  zur  vorigen  als 

eine    einzugige    entgegen,   die   dureh   den  Punkt  D   selbst 

kindurchgeht  (sobald  nlimlich  3  nach  C  fallt,  gebt  §>'  nach 

Dj)  und  die  charakteristische  Eigenschaft  besitzt,  daB  dieser 

eine   Zug   ein  unpaarer   Zug  ist,  d.  h.  eine  Gerade  s  ihm 

nur    entweder  in  drei  oder  in  einem  reellen  Punkte  (D)  be- 

gegnen  kann. 

4.  Es  bleibt  nns  jetzt  nur  noeh  der  dritte  Fall  iibrig, 

namlich  die  Annabme,  daB   von  dem  Punkte  D   der  Kurve 

vier  reelle  Tangenten 

hf  h)  h>  h 
an  dieselbe  gehen. 

In  diesem  Falle  muB  der  Strahl  s  bei  seiner  Drebung 
um  D  jedesmal  beim  Durcbgange  durcb  jeden  dieser  vier 
Strablen  aus  einem  Gebiete,  in  welcbein  seine  beiden  ubrigen 
Scbnittpunkte  §>  §>'  reel!  sind,  in  ein  solcbes  iibergehen,  in  wel- 
chem  diese  Punkte  §§'  konjugiert-imaginar  sind.  Bezeichnen 
wir  nun  die  vier  Tangenten  aus  O  in  der  Reibenfolge,  daB  bei 
der  Drebung  des  Strables  s  zuerst  t1}  dann  t2,  darauf  tz  und 
endlicb  f4  erreicbt  wird,  bis  s  wieder  in  die  Lage  von  tt 
zuriickkebrt,  und  machen  wir  die  zulassige  Annabme,  daB 
bei  der  Drebung  der  Strabl  s  in  den  beiden  Scbeitelr'aumen 
zwiscben  tt  und  t2  nur  reelle  Schnittpunkte  %%'  babe,  so 
wird  man  in  den  beiden  Scheitelraumen  zwiscben  t2  und  t2  nur 
konjugiert-iinaginare,  zwiscben  ts  und  tA  wieder  nur  reelle 
und  endlicb  zwiscben  f4  und  tx  wieder  nur  konjugiert-iina- 
ginare Scbnittpunkte  §§'  baben.  Wir  erhalten  demgemaB 
zwei  Paar  Scheitelriiunie,  in  welchen  nur  reelle  Punkte  der 
C(3)  sicb  befinden,  in  welcben  also  die  ganze  Kurve  ver- 
lauft,  und  dazwiscben  liegend  zwei  Paar  Scbeitelraume,  die 
keinen  reellen  Punkt  der  C(3)  entbalten.  Da  diese  Scbeitel- 
raume riicbts  miteinander  gemein  baben,  als  den  Punkt  D, 
so  muB  die  Kurve  C,(3)  eine  zweizugige  sein,  wie  im  ersten 
Falle  (2.).     Der  eine  Zug  verlauft  ganz  in  einem  Paar  der 
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betreffenden  Scheitelr'auine  und  geht  durch  den  Punkt  0 
selbst  hindurch;  auf  ihm  liegt  auch  der  Tangentialpunkt 
£)1]  wir  wollen  inn  den  unpaaren  Zug  nennen,  weil  jeder 
Strahl  s,  welcher  in  diese  betreffenden  Scheitelraume  hinein- 
fallt, der  C(3)  in  drei  reellen  Punkten  begegnet.  Der  andere 
Zug  geht  nicht  durch  D,  weil  die  C(3)  keinen  Doppelpunkt 
hat;  wir  wollen  ihn  den  paaren  Zug  nennen,  weil  jede 
Gerade  s  ihm  in  zwei  reellen  Punkten  begegnet,  sobald  sie 
in  die  betreffenden  beiden  Scheitelraume  hineinfallt,  zwischen 
denen  er  liegt,  wahrend  der  dritte  Schnittpunkt  €>  auf  dem 
andern  Zuge  liegt.  Jede  andere  Gerade  s  durch  D,  welche 
in  einen  der  ubrigen  vier  Scheitelraume  hineinfallt,  die  keinen 
Punkt  der  (7(3)  enthalten,  begegnet  der  03)  auBer  in  dem 
reellen  Punkte  O  nur  noch  in  zwei  konjugiert-imaginaren 
Punkten  §§'. 

5.  Wir  haben  hierdurch  alle  Moglichkeiten  erschopft 
und  nur  drei  Falle  I.,  IT.,  III.  zu  unterscheiden  gehabt;  iu 
den  Fallen  I.  und  III.  ist  die  C(3)  eine  zweiziigige,  in  dem 
Falle  II.  eine  einzugige.  Die  Falle  I.  und  III.  decken  sich 
aber,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  so  da6  nur  zwei 
wesentlich  verschiedene  Gestalten  der  C(3)  hervorgehen. 
Wir  wissen  zunachst,  daB  wenn  eine  C(3)  einen  Punkt  D 
besitzt,  aus  welchem  keine  oder  vier  reelle  Tangenten  an 
dieselbe  gehen  (I.  und  III.),  dieselbe  eine  zweiziigige  sein 
muB;  dagegen  wenn  sie  einen  Punkt  D  besitzt,  aus  welchem 
nur  zwei  reelle  Tangenten  an  dieselbe  gehen  (II.),  so 
muB  die  C(3)  eine  einzugige  sein.  Hieraus  folgt  in  dem 
Falle  I.,  weil  die  6,(3)  eine  zweiziigige  ist  und  aus  dem  Tan- 
gentialpunkt Dx  des  Punktes  D  mindestens  zwei  reelle  Tan- 
genten an  dieselbe  gehen,  daB  notwendig  alle  vier  Tangenten 
aus  Ox  an  die  C(3)  reell  sein  miissen,  denn  sonst  konnte  sie 
nur  eine  einzugige  sein. 

Die  Falle  I.  und  III.  unterscheiden  sich  nur  dadurch 
voneinander,  daB  bei  I.  der  Punkt  £)  auf  dem  paaren,  bei 
III.  der  Punkt  D  auf  dem  unpaaren  Zuge  der  Cc3)  liegt. 

Nehmen  wir  nun  im  Falle  I.  auf  dem  durch  £>  gehenden 
Zuge   (dem   paaren  Zuge)   einen  beliebigen  andern  Punkt  ^5 
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an,  so  mussen  aus  ihm  entweder  vier  oder  keine  reelle  Tan- 
gente  an  die  C(3)  gehen,  weil  diese  eine  zweiziigige  ist.  Die 
erste  Moglichkeit  trifft  aber  nicht  zu,  denn  sonst  miisste 
die  Gerade  |  ^  D  |  der  (7(3)  in  einem  dritten  Punkte  begegnen, 
welcher  nach  III.  auf  demselben  Zuge,  der  durch  S|S,  also 
auch  durch  D  geht,  liegen  miisste.  Dies  ist  indessen  bei 
I.  nicht  der  Fall,  wie  wir  wissen,  sondern  der  dritte  Schnitt- 
punkt  von  |  Dty  |  mit  der  C(3)  liegt  auf  dem  andern  Zuge 
(dem  unpaaren),  welcher  nicht  durch  D  geht.  Also  kann 
durch  ^5  keine  reelle  Tangente  an  die  C(3)  gehen. 

In  dem  Falle  I.  haben  also  s'amtliche  Punkte  desjenigen 
Zuges,  welcher  durch  D  geht,  des  paaren  Zuges,  die  Eigen- 
schaft,  daB  keine  reelle  Tangente  aus  ihnen  an  die  C(8)  geht. 

Xehmen  wir  dagegen  im  Falle  I.  den  zu  D  zugehorigen 
Tangentialpunkt  Dj,  welcher  auf  dem  nicht  durch  £)  gehenden 
Zuge,  dem  unpaaren,  liegen  muB,  so  wird,  weil  die  Kurve 
eine  zweiziigige  ist,  der  Punkt  Dx  vier  reelle  Tangenten  an 
die  C(3)  senden  mussen,  und  jeder  durch  €){  gezogene  Strahl 
s,  welcher  noch  einen  zweiten  Punkt  ^  dieses  Zuges  ent- 
hiilt,  muB  nach  III.  auch  seinen  dritten  Schnittpunkt  auf 
diesem  Zuge  haben.  Aus  dem  zweiten  Punkte  ^x  gehen 
nun  entweder  vier  reelle  Tangenten  an  die  (7(3)  oder  keine, 
weil  sie  eine  zweiziigige  ist.  Die  letztere  Moglichkeit  ist 
wiederum  ausgeschlossen,  denn  sonst  miisste  |  ^C^  |  der  C'-S) 
in  einem  dritten  Punkte  begegnen,  welcher  nach  I.  auf  dem 
andern  nicht  durch  9$l}  also  auch  nicht  durch  £)j  gehenden 
Zuge  liegen  miisste,  was  nicht  der  Fall  ist.  Also  haben  in 
dem  Falle  I.  s'amtliche  Punkte  desjenigen  Zuges,  welcher 
nicht  durch  0  geht,  des  unpaaren  Zuges,  die  Eigenschaft, 
vier  reelle  Tangenten  an  die  C(3)  zu  senden. 

Gehen  wir  andererseits  von  dem  Falle  III.  aus,  in 
welchem  die  C(3)  ebenfalls  eine  zweiziigige  ist,  so  wissen 
wir,  daB  durch  0  auf  dem  unpaaren  Zuge  vier  reelle  Tan- 
genten an  die  C(3)  gehen.  Nehmen  wir  nun  einen  beliebigen 
Punkt  s$  desselben  Zuges,  so  miissen  durch  ihn  entweder 
vier  oder  keine  reelle  Tangente  an  die  C(3)  gehen.  Die 
letztere  Moglichkeit  ist  unzutreffend ;  denn  ginge  keine  reelle 
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Tangente  aus  ty  an  die  C(3),  so  miisste  nacb  I.  jeder  durcb 
$P  gezogene  Strahl  s,  welcber  einen  zweiten  Punkt  desselben 
Zuges  enthalt,  seinen  dritten  Scbnittpunkt  auf  dem  andern 
nicht  durcb  ^  gehenden  Zug  baben;  nun  bat  aber  der 
Strahl  |  $PD  |  seinen  dritten  Scbnittpunkt  auf  demselben 
durcb  D  und  ^8  gebenden  Zuge,  folglicb  miissen  aus  ^3  vier 
reelle  Tangenten  an  die  C(3)  geben. 

In  dem  Falle  III.  baben  also  samtlicbe  Punkte  des 
durcb  D  gebenden  Zuges  (des  unpaaren  Zuges)  die  Eigen- 
schaft,  vier  reelle  Tangenten  an  die  G'(3)  zu  senden 

Nebmen  wir  endlich  in  dem  Falle  III.  irgend  einen 
Punkt  9$  des  nicbt  durcb  O  gebenden  Zuges  (des  paaren 
Zuges),  so  muS  der  dritte  Scbnittpunkt  von  |  D^3  |  ebenfalls 
auf  demselben,  dem  paaren  Zuge,  liegen.  Die  Moglicbkeit, 
da  6  ty  vier  reelle  Tangenten  an  die  C(8)  senden  konnte,  ist 
dadurcb  wieder  ausgescblossen,  denn  sonst  miisste  jeder 
durcb  $P  gebende  Strabl  s,  welcber  einen  zweiten  Punkt 
desselben  Zuges  entbielte,  aucb  seinen  dritten  Sclmittpunkt 
auf  demselben  Zuge  baben,  was  fur  den  Strabl  |  9$D  j  nicbt 
zutrifft;  also  kann  aus  ^S  keine  reelle  Tangente  an  die  C(3) 
geben. 

Im  Falle  III.  baben  also  samtlicbe  Punkte  des  nicbt 
durcb  £)  gebenden  Zuges  (des  paaren  Zuges)  die  Eigen- 
scbaft,  keine  reelle  Tangente  an  die  C(3)  zu  senden. 

Aus  diesen  vier  Resultaten  erseben  wir,  daB  die  fun- 
damentalen  Eigenscbaften  der  zweizugigen  C(3)  in  den  beiden 
Fallen  I.  und  III.  sicb  vollstandig  decken  und  daB  wir  so- 
nacb  das  Gesamtresultat  aussprecben  konnen: 

Eine  allgemeine  Kurve  dritter  Ordnung  (obne 
Doppelpunkt)  kann  nur  zwei  wesentlicb  voneinander 
verscbiedene  Gestalten  baben;  entweder  besteht  sie 
aus  einem  oder  aus  zwei  kontinuierlicb  verlaufenden 
Ziigen.  Die  einziigige  bat  die  cbarakteristiscbe 
Eigenscbaft,  daB  aus  jedem  ibrer  Tunkte  nur  zwei 
reelle  Tangenten  an  dieselbe  gehen  (selbstverstand- 
lich  auBer  der  Tangente  in  dem  Punkte  selbst),  die 
beiden  iibrigen  Tangenten  aber  konjugiert-imagin'ar 
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sind.  Die  zweiziigige  (7(3)  hat  die  charakteristische 
Eigenschaft,  daB  aus  samtlichen  Punkten  des  einen 
Zuges  (des  paaren)  keine  reelle  Tangente  an  die 
Kurve  geht,  dagegen  aus  jedem  Punkte  des  anderxi 
Zuges  (des  unpaaren)  vier  reelle  Tangenten  an  die- 
selbe  gehen,  von  denen  zwei  den  paaren  und  zwei 
den  unpaaren  Zug  beriihren.  Die  einzugige  C(3!  bil- 
det  selbstverstandlich  einen  unpaaren  Zug,  indem 
jede  Gerade  in  der  Ebene  ihr  entweder  in  einem 
oder  in  drei  reellen  Punkten  begegnet.  Die  zwei- 
ziigige  C(3'  wird  von  jeder  Geraden  in  der  Ebene 
irnmer  so  geschnitten,  daB  von  den  drei  Sehnitt- 
punkten  eine  gerade  Anzahl  (also  0  oder  2)  auf 
dem  paaren  Zuge  und  eine  ungerade  Anzahl  (also 
3  oder  1)  auf  dem  unpaaren  Zuge  liegen. 

Die  eingeflochtene  Bernerkung,  daB  von  den  vier  reellen 
Tangenten  immer  zwei  den  paaren  und  zwei  den  unpaaren 
Zug  beriihren,  folgt  aus  dem  Falle  III.,  weil  der  eine  Zug 
ganz  in  dem  einen  Paar  Scheitelraume,  der  andere  ganz  in 
dem  andern  Paare  enthalten  ist  von  denjenigen  Scheitel- 
raumen  zwischen  tit2t3ti7  welche  (iberhaupt  Punkte  der 
Kurve  enthalten. 

§  17.    Drei  Gestalten  der  einziigigen  und  fiinf 
der  zweiziigigen  C(3). 

1.  Jede  der  beiden  Hauptgestalten,  in  welchen  die  C(3) 
auftritt,  die  einzugige  und  die  zweiziigige  C(3),  bietet  mehrere 
verschiedene  Untergestalten  dar,  wenn  man  die  unendlich 
entfernten  Punkte  der  C3)  in  Betracht  zieht.  Fassen  wir 
zuerst  die  einzugige  C'3>  ins  Auge.  Die  unendlich  entfernte 
Gerade  g^  begegnet  der  C(3;  im  allgemeinen  in  drei  Punkten, 
von  denen  einer  immer  reel!  sein  muB,  die  beiden  andern 
entweder  beide  reell  und  voneinander  getrennt  sein  konnen, 
oder  beide  in  einen  Punkt  zusammenfallen,  oder  konjugiert- 
imaffinar  sein  konnen. 
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Analog  der  Terminologie  bei  den  Kegelschnitten  unter- 
scheiden  wir  daher  drei  Arten  der  einziigigen  GU3),  nanilicb. 
1.  die  elliptische  Serpentine, 
.    2.  die  parabolische  Serpentine, 
3.  die  hyperbolische  Serpentine. 

Die  elliptische  Serpentine  bat  nur  einen  reellen 
unendlich  entfernten  Punkt;  die  Tangente  an  demselben  ver- 
lauft  im  Endlicben  und  bei[:'t  Asymptote.  Die  elliptische 
Serpentine  hat  also  nur  eine  reelle  im  Endlichen  verlaufende 
Asymptote.  Dieselbe  begegnet  der  Kurve  noch  in  einem 
dritten  reellen  und  im  Endlichen  liegenden  Punkt.  Denken 
wir  uns  diese  Asymptote  gezogen,  so  muB  der  kontinuier- 
liche  Zug  von  der  einen  Halbebene  auf  einer  Seite  von  der 
reellen  Asymptote  durch  den  dritten  Schnittpunkt  in  die 
andere  Halbebene  iibergehen  und  sich  der  Asymptote  in 
dem  unendlich  entfernten  Punkte  derselben  anschliel'en  von 
verschiedenen  Halbebenen  aus  nach  Art  der  Hyperbel,  welche 
sich  mit  ihren  beiden  Zweigen  an  eine  der  Asymptoten  an- 
schlieBt  und  dadurch  im  Unendlichen  zusammenhangt* 

[Anmerkung.  Wenn  man  in  einem  gewohnlicheu 
Punkte  einer  Kurve  (der  nicht  Wendepunkt  oder  singular 
ist)  die  Tangente  zieht,  welche  zwei  benachbarte  Punkte 
derselben  verbindet,  so  kann  dies  unendlich  kleine  Kurven- 
stuck  allemal  ersetzt  werden  durch  ein  gleiches  Stuck  eines 
Kegelschnitts.  Fur  einen  gewobnlichen  Kurvenpunkt  liegt 
also  die  Tangente  zur  Kurve  genau  so,  wie  fiir  einen  Punkt 
des  Kegelschnitts,  d.  h.  die  unmittelbar  vorhergehenden  und 
unmittelbar  nachfolgenden  Punkte  der  Kurve  befinden  sich 
in  derselben  Halbebene  von  der  Tangente.  Lassen  wir 
durch  Projektion  oder  durch  projektive  Verwandlung  den 
Kurvenpunkt  in  die  Unendlichkett  gehen,  so  wird  die  Art 
der  Beruhrung  bleiben  wie  beim  Kegelschnitt,  nanilich  wie 
die  Beruhrung  einer  Asymptote  mit  der  Hyperbel  in  einem 
unendlich  entfernten  Punkte  derselben,  d.  h.  die  beiden  dem 
unendlich   entfernten  Punkte  sich  nahernden  Zweige  werden 

*  H.  Durege:  „Uber  die  Forrnen  der  Kurven  dritter  Ordnung". 
Journal  f.  Math.  v.  Borchardt,  Bd.  75  S.  157. 
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in  entgegengesetzten  Halbebenen  von  der  Asymptote  liegen 
und  beide  mit  ihrer  konvexen  Seite  dem  unendlich  entfernten 
Punkte  zustreben.] 

Wir  konnen  uns  ein  anschauliches  Bild  von  der  ellip- 
tischen  Serpentine  machen,  indem  wir  eine  ausgeartete  C(H) 
nehmen,  welcbe  aus  einer  Ellipse  und  einer  dieselbe  in  zwei 
reellen  Punkten  (Doppelpunkten)  schneidenden  Geraden  be- 
steht:    losen   wir    sodann  _.    . 

'  __    Fig.  2. 

die  beiden  Doppelpunkte 
in  der  Weise  auf,  wie  es 
die  nebenstebende  Figur  2 
zeigt,  so  entstebt  die 
elliptiscbe  Serpentine  mit 
ibrer  einzigen  reellen 
Asymptote. 

2.  Die  paraboliscbe 
Serpentine  bat  aufier 
dem  einen  reellen  unend- 
licb  entfernten  Punkt  mit 
endlicber  Asymptote  nocb 
zwei  zusammenfallende  un- 
endlicb  entfernte  Punkte, 

also  die  g^  selbst  zur  Tangente.  Wir  machen  uns  ein 
anscbaulicbes  Bild  von  derselben,  indem  wir  an  Stelle  der 
vorigen  Ellipse  eine  Parabel  setzen,  eine  Gerade  hinzufiigen, 
welcbe  derselben  in  zwei  reellen  Punkten  begegnet,  das 
Ensemble  von  Parabel  und  Gerader  als  eine  ausgeartete 
C(3)  auffassen  und  die  beiden  Doppelpunkte  in  der  Art,  wie 
es  die  auf  Seite  140  stebende  Figur  3  zeigt,  auf losen. 
Die  parabolische  Serpentine  bestebt  daber  aus  zwei  unend- 
licben  Zweigen,  die  aber  einen  zusammenbangenden  Zug 
bilden,  indem  sie  einmal  die  g^  beriibren  und  sicb  in  einem 
unendlicb  entfernten  Punkte  derselben  vereinigen,  auBerdem 
aber  in  einem  dritten  unendlicb  entfernten  Punkte  an  die 
endlicbe  Asymptote  sicb  von  entgegengesetzten  Halbebenen 
aus  anscbliefien  nacb  Art  der  Hyperbel  und  dadurcb  im  Un- 
endlicben  zusainnienbangen. 
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3.  Die  hyperbolische  Serpentine  hat  drei  unendlich 
entfernte  getrennt  voneinander  liegende  Punkte,  also  auch 
drei  im  Endlichen  verlaufende  Asymptoten,  Tangenten  in 
den  drei  unendlich  entfernten  Punkten.  Die  drei  Asymptoten 
bilden  ein  Dreiseit,  an  dessen  Seiten  sieh  die  Serpentine  in 
den  unendlich  entfernten  Punkten  asymptotisch  anschliesst, 
nach  Art  der   Hyperbel  von  verschiedenen  Halbebenen  aus 

dem     unendlich     entfernten 

Fig.  3.  , 

Punkte  sich  mihemd,  indem 
sie  jede  der  drei  Asymptoten 
noch  in  einem  dritten  end-* 
lichen  Punkte  trifft.  Diese 
drei  Punkte  miissen  in  einer 
Geraden  liegen  (§  8,  4). 

Wir  konnen  uns  ein  an- 
schauliches  Bild  von  der 
hyperbolischen  Serpentine 
rnachen,  indem  wir  drei  Ge- 
rade  in  der  Ebene  als  eine 
ausgeartete  C(3)  auffassen 
und  die  drei  Doppelpunkte, 
wie  in  der  auf  Seite  141 
stehenden  Figur  4  a  und  4  b 
auflosen,  namlich  in  dem  von 
den  drei  Geraden  gebildeten 
Dreieck  entweder  zwei  innere 
Winkel  und  einen  AuBen- 
winkel,  oder  alle  drei  AuBen- 
winkel.  In  beiden  Fallen 
nimmtdie  hyperbolische  Serpentine  eine  gleiche  Gestalt  an;  sie 
zerfallt  namlich  in  drei  Zweige,  die  im  Unendlichen  zusammen- 
hangen;  der  eine  trifft  keine  der  drei  Asymptoten  in  einem 
endlichen  Punkte,  der  andere  eine  derselben;  der  dritte  die  beiden 
iibrigen.  Der  kontinuierliche  Zusammenhang  der  drei  Zweige, 
die  sich  zu  einem  Zuge  zusammenschlieBen,  ist  in  beiden  Figuren 
durch  die  Pfeile  angedeutet  und  beide  Figuren  sind  in  ihrer 
Gestaltung  nicht  wesentlich  voneinander  verschieden. 
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Fig.  4  a  u.  4  b. 


4.  Gehen  wir  nunmehr  zur  zweiziigigen  C(3)  iiber,  so 
ergebeu  sich  hier  wiederum  durch  Betrachtung  der  unendlich 
entfernten  Punkte  meh- 
rere  Arten  der  zwei- 
ziigigen C(3);  die  unend- 
lich entfernte  Gerade 
gx  kann  namlich  dem 
paaren  Zuge  nur  in  einer 
geraden  Anzahl  von 
Punk  ten  (0  oder  2)  dem 
unpaaren  Zuge  nur  in 
einer  ungeraden  Anzahl 
von  Punkten  begegnen. 
Hieraus  folgt,  dafi  der 
unpaare  Zug  immer  einen 
reellen  unendlich  ent- 
fernten  Punkt  haben 
rnuB,  also  in  demselben 
auch  eine  reelle  Tan- 
gente,  Asymptote.  Seine 
beiden  andern  unendlich 
entfernten  Punkte  kon- 
nen  entweder  konjugiert- 
imaginar  sein,  oder  zu- 
sammenfallen,  oder  reell 
sein  und  getrennt  von- 
einander  liegen;  der 
paare  Zug  kann  nur  ent- 
weder zwei  reelle,  ge- 
trennt voneinander  lie- 
gende  Punkte  cder  zwei 
zusammenfallende,  oder 
zwei  konjugiert  -  imagi- 
nare  Punkte  haben.  Da  / 
aber  die  Anzahl  der  auf 

beiden  Ziigen  zusammen  enthaltenen  Punkte  immer  nur  drei 
sein  kann,  so  ergeben  sich  nur  folgende  funf  Moglichkeiten: 
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Die  g^    enthalt  Punkte: 
auf  dem  paaren  Zuge:  auf  dem  unpaaren  Zuge: 

1.  keinen,  einen    reellen    und    zwei 

konj  ugiert  -  imaginare , 

2.  zwei  zusammenfallende,      einen  reellen, 

3.  zwei  reelle  und  getrennt      einen  reellen, 

liegende, 

4.  keinen,  einen    reellen    und    zwei 

zusammenfallende , 

5.  keinen,  drei   reelle   und  getrennt 

liegende. 
Nennen  wir,  wie  es  in  §  16  geschehen  ist,  den  unpaaren 
Zug  die  Serpentine,   den  paaren  Zug   das  Oval,   so  ergeben 
sich  folgende  f'unf  Arten  der  zweiziigigen  C(3): 

1.  elliptische  Serpentine  mit  elliptischem  Oval, 

2.  elliptische  Serpentine  mit  parabolischem  Oval, 

3.  elliptische  Serpentine  mit  hyperbolischem  Oval, 

4.  parabolische  Serpentine  mit  elliptischem  Oval, 

5.  hyperbolische  Serpentine  mit  elliptischem  Oval. 

DaB  keine  parabolische  oder  hyperbolische  Serpentine 
mit  parabolischem  oder  hyperbolischem  Oval  existieren  kann, 
ist  selbstverstandlich,  weil  die  G7(3)  nicht  mehr  als  drei 
reelle  unendlich  entfernte  Punkte  haben  kann. 

Wir  wollen  nun  diese  fiinf  Gestalten  naher  be- 
trachten. 

5.  Die  elliptische  Serpentine  mit  elliptischem 
Oval  hat  nur  einen  reellen  Punkt  und  eine  reelle  Asymp- 
tote, an  welche  sich  die  Serpentine  in  gleicher  Weise  an- 
schlieBt,  im  Unendlichen  zusammenhiingend  wie  die  in  1. 
betrachtete  einziigige  elliptische  Serpentine.  Wir  machen 
uns  wiederum  ein  anschauliches  Bild  von  derselben,  indem 
wir  eine  ausgeartete  C'(3)  nehmen,  welche  aus  einer  Ellipse 
und  einer  dieselbe  in  zwei  reellen  Punkten  schneidenden 
Geraden  besteht,  diese  beiden  Doppelpunkte  aber  in  anderer 
Weise  auflosen,  wie  fruher,  namlich  so  wie  in  der  auf 
Seite  143  stehenden  Figur  5. 
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Fig.  5- 


Das  Oval  bildet  eine  in  sich  geschlossene,  durchweg  im 
Endlichen  verlaufende  Gestalt,  wie  sie  schematisch  in  der 
Figur  angedeutet  ist. 

Die  elliptische  Serpentine  mit  parabolischem 
Oval  unterscheidet  sich  von  der  vorigen  Gestalt  nur  dadurch, 
da6  das  Oval  sich  parabelartig 
bis  in  die  Unendlichkeit  erstreckt, 
die  gx  beruhrt;  wir  gelangen  zu 
einem  anschaulichen  Bild  der- 
selben,  indem  wir  eine  ausgeartete 
C(3)  nehmen,  welche  aus  einer 
Parabel  und  einer  dieselbe  in  zwei 
reellen  Punkten  schneidenden  Ge- 
raden  besteht,  diese  beiden  Doppel- 
punkte  aber  in  anderer  Weise 
auflosen  wie  bei  der  einzugigen 
paraboiischen  Serpentine,  namlich 
so  wie  in  der  auf  Seite  144  stehen- 
den  Figur  6. 

Die  Kurve  besteht  aus  zwei  bis 
ins  Unendliche  sich  erstreckenden 
Zweigen,  deren  jeder  in  sich  zu- 
samnienhiingt,  der  eine  asymp- 
totisch  an  die  einzige  reelle  end- 
liche  Asymptote  sich  anschlieBend, 
der  andere  parabelartig  die  gx 
beriihrend. 

Die  elliptische  Serpentine  mit  hyperbolischem 
Oval  hat  drei  reelle  im  Endlichen  verlaufende  Asymptoten; 
der  einen  Asymptote  schlieBt  sich  die  Serpentine  im  Un- 
endlichen  an,  wie  in  den  beiden  fruheren  Fallen;  dagegen 
spaltet  sich  das  Oval  in  zwei  Zweige,  ebenso  wie  die  Hyper- 
bel,  und  beide  Zweige  des  Ovals  schlieBen  sich  den  beiden 
ubrigen  Asymptoten  im  Unendlichen  an,  ebenso  wie  die 
beiden  Zweige  einer  Hyperbel  an  ihre  beiden  Asymptoten. 
Diese  beiden  Zweige  hangen  also  im  Unendlichen  miteinander 
zusammen    und    bilden    eiuen    kontinuierlichen    Zug.       Die 
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Serpentine  schneidet  alle  drei  Asymptoten  in  je  einein  end- 
lichen  Punkt.  Die  ganze  Kurve  besteht  daher  aus  drei  bis 
ins  Unendliche  verlaufenden  Zweigen,  von  denen  zwei  unter 
sich  zusammenhangen,  der  dritte  mit  sich  selbst;  der  Zu- 
sammenhang  der  ersteren  ist  in  der  auf  Seite  145  stehenden 
Figur  7  durch  Pfeile  angedtutet. 

Fii?  6.  Wir  machen  uns   ein  an- 

schauliches  Bild  von  dieser 
Kurve,  indem  wir  eine  in 
drei  Gerade  ausgeartete  C(3) 
nehmen  und  die  drei  Doppel- 
punkte  in  anderer  Weise  auf- 
losen,  wie  bei  der  einziigigen 
hyperbolischen  Serpentine, 
nanilich  so  wie  die  auf 
Seite  145  stehende  Figur  es 
zeigt,  indem  wir  einen  inneren 
Winkel  und  zwei  AuBen- 
winkel  des  Dreiecks  auf- 
losen. 

6.  Die  parabolische 
Serpentine  mit  ellip- 
tischem  Oval  unterscheidet 
sich  von  der  einzugigen  para- 
bolischen  Serpentine  dadurch, 
""""",  daB  zu  derselben  noch  ein 
ganz  im  Endlichen  verlaufen- 
des  Oval  hinzutritt.  Die 
Serpentine  zerfallt  in  zwei 
unendliche  Zweige,  indem 
sie  einmal  an  die  einzige  endliche  Asymptote  nach  Art  der 
Hyperbel  in  dem  unendlich  entfernten  Punkte  sich  anschliefit 
und  zusammenhangt  und  zweitens  gleichzeitig  in  einem  andern 
unendlich  entfernten  Punkte  die  #x  beruhrt,  also  parabel- 
artig  in  demselben  zusammenhangt.  Wir  machen  uns  wieder 
ein  anschauliches  Bild  der  Kurve,  indem  wir  von  einer  aus- 
gearteten   C(3)  ausgehen,    die    aus    einer  Parabel    und    einer 
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Fig   7. 


dieselbe  in  zwei  reellen  Punkten  schneidenden  Geraden  be- 
steht,  diese  beiden  Doppelpunkte  aber  in  anderer  Weise 
auflosen,  wie  bei  der  einziigigen  parabolischen  Serpentine, 
namlich  so,  wie  die  auf  Seite  146  stehende  Figur  8  es  zeigt. 

Endlich  bleibt  mis 
als  letzte  Gestalt  nock 
zu  betrachten  ubrig 
die  hyperbolische 
Serpentine  mit 
elliptischeni  Oval, 
welche  drei  unendlich 
entfernte  getrennt 
voneinander  liegende 
Punkte,  also  drei  reelle 
im  Endlich  en  verlau- 
fende  Asymptoten  hat. 
Sie  unterscheidet  sich 
von  der  einziigigen 
hyperbolischen  Ser- 
pentine nur  dadurch, 
daB  zu  den  drei  Zwei- 
gen,  in  welche  die 
Serpentine  zerfallt, 
noch  ein  vierter,  namlich  ein  ganz  im  Endlichen  verlaufendes 
Oval  hinzutritt.  Der  Zusammenhang  der  Serpentine  ist 
fur  diesen  Fall  schon  bei  der  einziigigen  erlautert.  Wir 
rnachen  uns  ein  anschauliches  Bild  von  dieser  Gestalt,  indem 
wir  von  einer  in  drei  Gerade  ausgearteten  C(3>  ausgehen 
und  die  drei  Doppelpunkte  derselben  dergestalt  auflosen, 
daB  wir  alle  drei  inneren  Winkel  des  Dreiecks  verschwinden 
lassen,  wie  es  die  auf  Seite  147  stehende  Figur  9  zeigt. 

7.  Hierdurch  sind  sanitliche  verschiedenen  Gestalten, 
welche  die  C(3)  iiberhaupt  annehmen  kann,  erschopft;  es 
giebt  deren  acht,  von  denen  drei  der  einziigigen  und  fiinf 
der  zweiziigigen  C(3)  angehoren;  bei  der  einziigigen  giebt  es 
eine  Ubergangsgestalt  (parabolische),  bei  der  zweiziigigen 
zwei  Ubergangsgestalten.     Wir  erkennen  auch  aus  unserer 
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Betrachtung,  daB  alle  moglichen  voneinander  verschiedenen 
Gestalten,  welche  durch  die  in  mehrfacher  Weise  niogliche 


Fig.  8. 


Auflosung  der  Doppelpunkte  bei  einer  ausgearteten  C(3) 
zum  Vorschein  kommen,  hierin  enthalten  sind  und  daB 
keine  neuen  Gestalten  durch  anderweitige  Auflosung  der 
Doppelpunkte   hervorgehen    konnen*     Wir    bemerken  noch, 

*  Dieses  Prozesses  erwahnt  als  von  Plucker  herstammend  Herr 
F.  Klein  in  seiner  Abhandlung:  tfber  Flachen  dritter  Ordnung.  (Math. 
Ann.,  Bd.  VI  S.  551.) 

Vergl.  auch  Zeuthen:  Sur  les  differentes  formes  des  courbes 
planes  du  quatrieme  ordre.   (Math.  Ann.,  Bd.  VII  S.  410.) 

Die  Einteilung  der  allgemeinen  Kurven  dritter  Ordnung  in  ihre 
beiden  Gattungen,  die  einziigige  und  die  zweiziigige,  ist  von  Cremona 
aufgestellt  in  der  Abhandlung:  Considerazioni  eulle  curve  piane  del 
terz'  ordine  (Battaglini,  Giornale  di  matematiche,  torn  II  pag.  78),  von 
H.  Durege  behandelt  in  der  Abhandlung:  tfber  Formen  der  Kurven  dritter 
Ordnung  (Borchardt,  Journal  f.  Math.,  Bd.  76  S.  153  und  Bd.  76  S.  59.) 
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da6  die  Figuren  nicht"  strenge,  sondern  nur  schematisch  die 
Gestalten  veraiischaulichen.  Es  ware  jetzt  nur  noch  der 
Fall  in  Betracht  zu  ziehen,  daB  alle  drei  unendlich  entfernten 
Punkte  der  C(3)  in  einen 
einzigen  zusaminenfallen; 
dieser  miiBte  dann  ein 
Wendepunkt  der  Kurve 
sein  und  die  g  a  seine 
Wendetangente.  Es  wiirde 
dabei  nur  die  Serpentine 
sich  verandern,  indem  sie 
gleichzeitig  eine  para- 
bolische  und  eine  hyper- 
bolische  wird,  also  der 
(Jn  sich  parabolisch  an- 
schJieBt  und  weiter  keine 
endliche  Asymptote  be- 
sitzt.  Bei  der  zweiziigigen 
(7(3)  w(irde  in  diesem  Fall 
noch  ein  endliches  Oval, 
bei  der  einziigigen  keines 
hinzutreten.  1st  aber  nur 
einer  der  drei  unendlich 
entfernten  Punkte  ein 
Wendepunkt,  ohne  daB 
die  beiden  andern  unend- 
lich entfernten  Punkte 
mit  ihm  zusammenf alien, 
so  'andert  die  Serpentine 
ihren     Charakter,     indem 

sie  nicht,  wie  im  allgemeinen,  von  verschiedenen  Halbebenen 
aus  dem  unendlich  entfernten  Punkte  der  Asymptote  sich 
nahert  und  im  Unendlichen  anschlieBt,  sondern  von  einer 
und  derselben  Halbebene  aus  verlaufend  sich  dem  unend- 
lich entfernten  Punkte  der  endlichen  Asymptote  nahert; 
denn  die  Asymptote  kann  in  diesem  Fall  keinen  endlichen 
dritten    Schnittpunkt    mit    der    G'(3)    weiter    gemein    haben, 

10* 
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also    auch    nicht   von  einer  Halbebene    in  die  andere  iiber- 
treten.* 


§18.  Bedingungen  fur  die  Erzeugung  einer  einziigigen 

C(3)  (Serpentine)  durch  zwei  projektive  Strahlen- 

involutionen  in  halbperspektiver  Lage. 

1.  Wir  wissen  nach  §  16,  da6  aus  jedeni  Punkte  einer 
einziigigen  6,(3)  nur  zwei  reelle  Tangenten  tx  und  t2  an  die- 
selbe  gehen,  die  beiden  andern  allemal  konjugiert-imaginar 
sind.  Beriihren  nun  tx  und  t2  in  den  Punkten  tx  und  t2,  so 
konnen  nur  diese  allein  als  ein  Paar  konjugierter  Punkte 
aufgefaBt  werden,  durch  welche  das  ganze  System  von 
Paaren  konjugierter  Punkte  bestimmt  wird,  und  wir  haben 
also  nur  ein  einziges  System  von  Paaren  konjugierter 
Punkte,  anstatt,    wie  im  allgemeinen,    drei  Systeme  (§  -15). 

Nehmen  wir  jetzt  einen  beliebigen  Punkt  %l  der  Kurve 
und  legen  aus  ihm  die  beiden  reellen  Tangenten  tx  und  t2 
an  dieselbe,  welche  in  tt  und  t2  beriihren,  so  ist  der  ganze 
Zug  der  Kurve,  wie  wir  aus  §  16  wissen,  mit  seinen  reellen 
Punkten  in  ein  em  Paar  Scheitelraume  zwischen  den  beiden 
Strahlen  tx  und  t%  enthalten,  wahrend  die  beiden  iibrigen 
Scheitelraume  (Nebenscheitelraume)  gar  keinen  reellen  Punkt 
der  C(3)  enthalten.  Die  Verbinduugslinie  j  tx  t^  |  muB  daher 
der  Kurve  in  einem  dritten  reellen  Punkt  %2  begegnen, 
welcher  ebenfalls  in  den  beiden  ersten  Scheitelraumen  liegt. 

Wenn  wir  einen  beliebigen  Punkt  unserer  Kurve  mit 
tt  und  t2  verbinden  und  diese  Verbindungsstrahlen  zum 
dritten  Mai  in  t[  und  t2  der  Kurve  begegnen,  so  mussen 
dieselben  ebenfalls  in  den  vorigen  beiden  Scheitelraumen 
enthalten  sein,  in  welchen  uberhaupt  Kurvenpunkte  liegen. 
Da  nun  t[  und  t2  ein  zweites  Paar  konjugierter  Punkte  sind, 
und  die  zu  %x  zugehorige  Strahleninvolution  durch  die  beiden 
Strahlenpaare 


*  Vergl.   H.  Schroter:   „t)ber  Kurven  dritter  Ordnung"   (Matb. 
Aon.,  Bd.  VI  S.  102). 
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l^tj  und  [XAI,     l&tj.l  unci  l^tjj 
bestimmt   wird,    so   muB,  weil  das  eine  Strahlenpaar  durch 
das    andere    nicht    getrennt    wird,     die    zu    %x    zugehorige 
Strableninvolution  notwendig  eine  hyperbolise  he  sein. 

Zu  %L  ist  der  konjugierte  Punkt  %2)  wie  wir  wissen, 
der  dritte  Schnittpuukt  von  |  tx  t2 1  mit  der  Kurve.  Der 
durch  %2  gebende  Strahl  |  5^2 *i *2 1  verbindet  zwei  konjugierte 
Punkte  der  (7(3),  ist  also  ein  Doppelstrahl  der  zu  %2  zu- 
gehorigen Strahleninvolution,  und  diese  ist  daher  ebenfalls 
eine  hyperbolische.  Da  die  den  beiden  konjugierten 
Punkten  %t  und  %2  zugehorigen  Strahl eninvolutionen  beide 
hyperbolisch  sind,  so  miissen  die  den  samtlichen  Paaren 
konjugierter  Punkte  zugehorigen  Strahleninvolutionen  immer 
gleichartig  sein  (§  15,  3).  Sie  miissen  aber  in  unserem  Falle 
iinmer  beide  hyperbolisch  sein,  weil  das,  was  von  deni  will- 
kurlich  auf  der  C(3)  angenomnienen  Punkte  %l  gilt,  aucb 
von  jedem  andern  Punkte  derselben  gelten  muB;  mithin  sind 
fiir  eine  einziigige  0(3)  zwei  erzeugende  projektive  Strahlen- 
involutionen immer  beide  hyperbolisch. 

2.  Da  die  Doppelstrahlen  der  zu  Xx  zugehorigen  hyper- 
bolischen  Strableninvolution  durch  jedes  Paar  konjugierter 
Strahlen  derselben  harmonisch  getrennt  werden,  so  muG 
einer  dieser  beiden  Doppelstrahlen  in  diejenigen  beiden 
Scheitelraume  zwischen  tl  und  t2  hineinfallen,  welche  die 
Punkte  der  Kurve  enthalten  und  der  andere  Doppelstrahl 
in  die  Nebenscheitelraume,  welche  keinen  reellen  Punkt  der 
Kurve  enthalten.  Der  erste  Doppelstrahl  muB  der  Kurve 
in  zwei  reellen  Punkten  begegnen  (§  16),  der  andere  in  zwei 
konjugiert-iniaginiiren.  Dasselbe  gilt  auch,  wie  von  %l}  von 
jedem  andern  Punkte  der  Kurve.  Wir  konnen  demnach 
folgendes  Resultat  aussprechen: 

Eine  einziigige  Kurve  dritter  Ordnung  (Serpen- 
tine) kann  nur  erzeugt  werden  von  zwei  Strahlen- 
involutionen in  projektiver  Beziehung  und  halb- 
perspektiver  Lage,  die  beide  hyperbolisch  sind  und 
eine  derartige  Lage  haben,  dafi  von  jeder  derselben 
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der  eine  Doppelstrahl  der  Kurve  in  zwei  reellen,  der 
andere  in  zwei  konjugiert-imaginaren  Punkten  be- 
gegnet.     (Die  C(3)  ist  also  hyperbolischen  Charakters,  §  16.) 

3.  Wir  konnen  die  Bedingung  fur  die  Lage  der  beiden 
erzeugenden  hyperbolischen  Strahleninvolutionen  noch  scharfer 
aussprechen,  wenn  wir  uns  des  Hilfsmittels  bedienen,  von 
dem  wir  schon  friiher  wiederholt  Gebrauch  gemacht  haben 
(§  3),  indeni  wir  jede  der  beiden  Strahleninvolutionen  ver- 
mittelst  eines  Hilfskegelschnitts  auf  ein  einfaches  Strahl- 
biischel reduzieren. 

Seien  Dx  und  D2  die  Mittelpunkte  der  beiden  erzeugenden 
hyperbolischen  Strahleninvolutionen  und  |  DjX  |,  |  D2X  |  die 
Tangenten  der  Kurve  in  den  Punkten  Ot  und  £)2,  welche 
den  gemeinschaftlichen  Tangentialpunkt  X  haben.  Ein  Hilfs- 
kegelschnitt  2T(2),  welcher  durch  Ox  und  D2  geht  und  in  diesen 
Punkten  dieselben  Tangenten  |  DXX  |  und  |  £>2%  |  hat,  wie 
die  C(3),  wird  von  den  Strahlenpaaren  einer  jeden  der  beiden 
erzeugenden  Strahleninvolutionen  in  Punktepaaren  durch- 
bohrt,  deren  Sehnen  bez.  durch  zwei  feste  Punkte  ©I  und 
©2  laufen  und  zwei  einfache  Strahlbiischel  beschreiben. 
Diese  stehen  in  projektiver  Beziehung,  weil  die  beiden  er- 
zeugenden Strahleninvolutionen  projektiv  sind.  Da  diese 
ferner  hyperbolisch  sind,  so  lniissen  die  Mittelpunkte  (£x 
und  (£2  auBerhalb  des  Hilfskegelschnitts  K{2)  liegen.  Wegen 
der  halbperspektiven  Lage  muB  dem  Strahlenpaar 

|D,£|  und  |  Ox02  | 
das  Strahlenpaar 

|  D2£  |  und  |  DsA  | 

entsprechend  sein;  die  zugehorigen  Durchbohrungssehnen 
mit  K{2)  fallen  daher  zusammen  in  die  Verbindungslinie 

10,0,1, 
und  die  beiden  Punkte  (£,  und  (S2  miissen  folglich  auf  dieser 
Verbindungslinie  liegen;  zugleich  folgt  aber  auch,  daG  die 
beiden  Strahlbiischel  [SJ  und  [£2],  welche  projektiv  sind, 
perspektive  Lage  haben,  weil  in  die  Verbindungslinie  ihrer 
Mittelpunkte    zwei    entsprechende  Strahlen   zusammenfallen; 
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sie  erzeugen  daher  eine  gerade  Linie  I,  von  der  jeder  Punkt 
j;  mit  (£x  und  ©2  verbunden  zwei  entsprechende  Strahlen 
der  Reduktions-Strahlenbiischel  [SJ  und  [£2]  liefert;  ist 
also  diese  Gerade  /  erinittelt,  und  ist  r.  ©in  beliebiger  Punkt 
derselben,  so  schneidet 

|  ©j  j  |  den  K&  in  deni  Punktepaar  l)jl)j, 

I  &ji"  I      v         »       v       »  n  {h{)'-' 

und  die  Strahlenpaare 

I  0,1),  |  und  IJD^I,     \D2l),\  und  |'D^;| 

sind    allemal    entsprechende    Strahlenpaare    der    beiden    er- 

zeugenden  Strahleninvolutionen,  deren  projektive  Abhangig- 

keit  durch  die   gerade  Punktreihe   [rj  auf  I  vermittelt  wird. 

4.  Die  Doppelstrahlen  der  beiden  erzeugenden  Strahlen- 

involutionen  [0,]  und  [D2]  niogen  die  Gerade  I  bez.  in  den 

Punktepaaren  ■    ,        ,         , 

r  ^j&J   und  883j 

treffen,  dann  laBt  sich  die  Bedingung  fur  die  Erzeugung 
der  einziigigen  C(3)  aus  der  Lage  dieser  beiden  Punktepaare 
zueinander  bestimmen.  Sobald  nanilich  jedes  dieser 
beiden  Punktepaare  durch  das  andere  getrennt 
wird,  inuG  die  erzeugte  C(3)  eine  einziigige  sein. 

In  der  That,  liegen  die  vier  Punkte  §1?  §>[  und  <§2,  §2  so, 
da 6  das  erste  Paar  durch  das  zweite  getrennt  wird,  so  wird 
auch  das  zweite  durch  das  erste  Paar  getrennt. 


Nun  sind  |  ^l^>l\  und  |  ©,§,'  j  die  beiden  Tangenten  aus 
St  an  den  Hilfskegelschnitt  i£(2),  ebenso  |  &232|  und  |  ©232| 
die  beiden  Tangenten  aus  (£2  an  den  Hilfskegelschnitt  K<-2)- 
daher  wird  von  den  beiden  Strahlen  :  ©x  32 1  und  |  ©j  §2  j  der 
eine  dem  Kw  in  einem  reellen  Punktepaar,  der  andere  in 
einem  konjugiert-imaginaren  Punktepaar  begegnen  mussen 
wegen  der  Lage  der  vier  Punkte  %.  Der  eine  Doppelstrahl 
02  §2 1  der  erzeugenden  Strahleninvolution  [C2]  wird  also 
von  deni  entsprechenden  Strahlenpaare  der  erzeugenden 
Strahleninvolution  [DJ  in  zwei  reellen  Punkten,  der  andere 
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Doppelstrahl  |  €>2K  I  ^n  zwe*  konjugiert-irnagin'aren  Punkten 
getroffen,  unci  dasselbe  gilt  fur  die  beiden  Doppelstrahlen  der 
erzeugenden  Strahleninvolution  [OJ.  Es  findet  also  in  der 
That  die  fur  die  einziigige  C(3)  charakteristische  Eigenschaft 
statt,  daB  von  den  beiden  Doppelstrahlen  der  erzeugenden 
Strahleninvolutionen  der  eine  der  C(3)  in  zwei  reellen,  der 
andere  iu  zwei  konjugiert-imaginaren  Punkten  begegnet; 
also  ist  die  vorige  Behauptung  bestatigt. 

Was  von  dem  willkurlich  gewahlten  Paare  konjugierter 
Punkte  Ot  und  D2  auf  der  (7(3)  gilt  als  Mittelpunkten  zweier 
erzeugenden  Strahleninvolutionen,  muB  in  gleicher  Weise 
fur  jedes  andere  Paar  konjugierter  Punkte  derselben  Kurve 
gelten,  weil  alle  die  gleiche  charakteristische  Eigenschaft 
besitzen,  nur  zwei  reelle  Tangenten  an  die  Kurve  zu  senden. 

§  19.    Bedingungen  fur  die  Erzeugung   einer  zwei- 

ztigigen  C(3>  (lurch  zwei  projektive  Strahleninvolutionen 

in  halbperspektiver  Lage. 

1.  Wir  haben  in  §  16  als  charakteristische  Eigenschaft 
der  zweizugigen  C'(3)  kennen  gelernt,  da6  aus  jedem  Punkte 
des  paaren  Zuges  derselben  keine,  aus  jedem  Punkte  des 
unpaaren  Zuges  vier  reelle  Tangenten  an  dieselbe  gehen. 
Nehmen  wir  daher  einen  Punkt  D  des  unpaaren  Zuges,  so 
lassen  sich  die  von  ihm  ausgehenden  Tangenten 

h>  h)  hi  *j 
immer  so  bezeichnen,  daB  tx  und  t2  an  den  paaren  Zug 
gehen  und  zugleich  die  beiden  Scheitelraume  fixieren,  in 
denen  der  ganze  paare  Zug  enthalten  ist,  ts  und  t±  an  den 
unpaaren  Zug  gehen  und  ebenfalls  zwei  Scheitelraume 
fixieren,  innerhalb  deren  der  ganze  unpaare  Zug  verlauft, 
daB  ferner  zwischen  diesen  vier  Scheitelraumen  vier  andere 
sich  hineinfugen,  die  keinen  reellen  Punkt  der  C(3)  enthalten, 
und  endlich  die  vier  Tangenten  in  der  Reihenfolge 

hr  h)  hi  h 
von  einem  um  0  kontinuierlich  gedrehten  Strahl  s  erreicht 
werden  (§  16). 


1) 

tx  und  t2, 

t3 

2) 

H     »     '3  f 

t2 

3) 

H     »     *i  ? 

t2 
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Dies  vorausgesetzt,  wird  das  Strahlenpaar  t1t2  nicht  ge- 
treunt  durch  das  Strahlenpaar  tsti:  ebensowenig  t1ti  durch 
t2t3,  dagegen  wird  trtz  durch  t2tx  getrennt. 

Bezeichnen  wir  die  Beriihrungspunkte  der  vier  Tan- 
genten  entsprechend  mit 

Hi   h>   *a )    M; 
so    lassen    sich    dieselben    auf   dreierlei  Art    in   Paare    kon- 
jugierter  Punkte   (mit  demselben  Tangential  punk  t)   zerlegen 
(§  15) 

t3  und  t4  als  Paare  konjugierter  Punkte, 

*4     ;?  »  »  » 

*3     »         n  n  » 

GemaB  unserer  Annahme  fur  die  Lage  der  vier  Tan- 
genten  tx,  t2,  f3,  tA  wird  dann  im  ersten  Falle  die  zu  D  zu- 
gehorige  Strahleninvolution  eine  hyperbolische,  im  zweiten 
Falle  eine  elliptische  und  im  dritten  Falle  wieder  eine 
hyperbolische  sein,  und  fur  jeden  dieser  drei  Falle  ist 
das  ganze  System  der  Paare  konjugierter  Punkte  und  der 
zugehorigen  Strahleninvolutionen  vollstandig  bestimmt. 

2.  Im  ersten  Falle  ist  nun,  wie  wir  wissen,  der  zu  0 
konjugierte  Punkt  Dx  der  Schnittpunkt 

die  ihm  zugehorige  Strahleninvolution  eine  hyperbolische, 
und  |  txt2  ,  |  t3t4|  sind  ihre  beiden  Doppelstrahlen;  der  erste 
begegnet  dem  paaren,  der  zweite  dem  unpaaren  Zuge  in 
je  zwei  reellen  Punkten;  folglich  liegt  der  Punkt  £t  auf 
dem  unpaaren  Zuge.'  Das  Gleiche  gilt  von  dem  Punkte  0 
und  demgeniaB  von  jedem  Paare  konjugierter  Punkte,  die 
auf  dem  unpaaren  Zuge  liegen.  Dagegen  ruuB  jeder  Punkt 
des  paaren  Zuges  seinen  konjugierten  Punkt  wieder  auf  dem 
paaren  Zuge  haben  und  jedem  Punkte  des  paaren  Zuges 
muB  eine  elliptische  Strahleninvolution  zugehoren;  denn  sei 
$P  ein  solcher,  und  gehorte  ihm  eine  hyperbolische  Strahlen- 
involution zu,  so  muBte  ein  reeller  Doppelstrahl  derselben 
der  Kurve  in  zwei  konjugierten  Punkten  begegnen,  von 
denen  einer  auf  dem  paaren,  der  andere  auf  dem  unpaaren 
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Zuge  liegen  muBte.  Dies  ist  aber  nicht  moglieh,  weil  in 
unserem  Falle  konjugierte  Punkte  immer  auf  demselben 
Zuge  liegen;  also  kann  auch  die  zu  S$  zugehorige  Strahlen- 
involution  keine  hyperbolische  sein. 

Wir  erhalten  also  im  ersten  Falle  folgendes  Resultat: 
Wenn  die  beiden  erzeugenden  Strahleninvolu- 
tionen  in  projektiver  Beziehung  und  halbperspek- 
tiver  Lage  beide  hyperbolisch  sind  und  jeder  der 
vier  Doppelstrahlen  der  beiden  Involutionen  der 
Kurve  in  je  zwei  reellen  Punkten  begegnet,  so  ist 
die  von  ihnen  erzeugte  C(3)  eine  zweiziigige.  Die 
Mittelpunkte  der  beiden  erzeugenden  Strahleninvo- 
lutionen  liegen  auf  dem  unpaaren  Zuge.  Die  Paare 
konjugierter  Punkte  der  Kurve  liegen  so  verteilt 
auf  derselben,  daB  jedes  Paar  auf  demselben  Zuge 
sich  befindet.  Jedeni  Punkte  des  unpaaren  Zuges 
gehort  eine  hyperbolische  Strahleninvolution  zu, 
deren  Doppelstrahlen  der  Kurve  in  je  zwei  reellen 
Punkten  begegnen.  Jedem  Punkte  des  paaren  Zuges 
gehort  eine  elliptische  Strahleninvolution  zu.  (Die 
C-z)  ist  also  elliptischen  Charakters,  §  15.) 

3.  Im  zweiten  Falle  ist  die  zu  £>  zugehorige  Strahlen- 
involution eine  elliptische;  der  zu  D  konjugierte  Punkt  Dt 
ist  der  Schnittpunkt 

ft*,,  Mi)-'sPi, 
die  ihm  zugehorige  Strahleninvolution  ist  eine  hyperbolische, 
und  |  tx t3 1 ,  |t2t4|  sind  ihre  Doppelstrahlen;  der  Punkt  Dt 
liegt  daher  auf  dem  paaren  Zuge.  Das  Gleiche  gilt  von 
jedem  Paare  konjugierter  Punkte,  von  denen  immer  der  eine 
auf  dem  unpaaren,  der  andere  auf  dem  paaren  Zuge  liegt. 
Die  dem  ersteren  Punkte  zugehorige  Strahleninvolution  ist 
immer  eine  elliptische,  die  dem  zweiten  zugehorige  eine 
hyperbolische.  Die  Doppelstrahlen  der  letzteren  begegnen 
beide  der  Kurve  in  reellen  Punktepaaren. 

Wir  schlieBen  also  fur  den  zweiten  Fall  folgendes  Re- 
sultat: 
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Wenn  von  den  beiden  erzeugenden  Straklen- 
involutionen  in  projektiver  Beziehung  und  halb- 
perspektiver  Lage  die  eine  kyperbolisch,  die  andere 
elliptisck  is t,  so  ist  die  von  ihnen  erzeugte  C(S)  eine 
zweizugige.  Der  Mittelpunkt  der  elliptiscken  Strah- 
leninvolution  liegt  auf  dem  unpaaren,  der  Mittel- 
punkt der  hvperbolischen  auf  dem  paaren  Zuge. 
Die  Paare  konjugierter  Punkte  liegen  so  verteilt 
auf  der  Kurve,  da6  jeder  Punkt  des  einen  Zuges 
seinen  konjugierten  Punkt  auf  dem  andern  Zuge  hat. 
Jedem  Punkte  des  unpaaren  Zuges  gehort  eine  ellip- 
tische;  jedem  Punkte  des  paaren  Zuges  eine  hyper- 
bolische  Strahleninvolution  zu.  Die  Doppelstraklen 
der  letzteren  begegnen  beide  der  Kurve  in  reellen 
Punktepaaren.    (Die  C(3)  ist  also  dualen  Charakters,  §  15.) 

4.  Im  dritten  Falle  ist  die  zu  D  zugehorige  Strahlen- 
involution  eine  hyperboliscke,  und  der  eine  Doppelstrabl 
derselben  muB  in  die  Scheitelraurne  zwiscben  t2  und  t3f  der 
andere  in  die  Scheitelraume  zwischen  ti  und  tx  hineinfallen, 
welche  beide  keinen  reellen  Punkt  der  C,(3)  enthalten,  also 
beide  Doppelstrahlen  begegnen  der  Kurve  in  konjugiert- 
imaginaren  Punkten.  Der  zu  C  koujugierte  Punkt  C|  ist 
der  Schnittpunkt  .  N       _ 

er  liegt  daher  auf  dem  paaren  Zuge,  und  die  ihm  zugehorige 
Strahleninvolution  ist  eine  hyperbolische,  deren  beide  Doppel- 
strahlen |t2t3|  und  ItjtJ  der  Kurve  in  reellen  Punkte- 
paaren begegnen.  Das  Gleiche  gilt  von  jedem  Paare  kon- 
jugierter Punkte  DCn  von  denen  immer  der  eine  auf  dem 
unpaaren,  der  andere  auf  dem  paaren  Zuge  der  C(S)  liegt. 
Wir  konnen  demgemliB  folgendes  Resultat  aussprechen: 

Wenn  die  beiden  erzeugenden  Strahleninvolu- 
tionen  in  projektiver  Beziehung  und  halbperspek- 
tiver  Lage  hyperbolisch  sind  und  die  Doppelstrahlen 
der  einen  hyperbolischen  Strahleninvolution  in 
keinem  reellen  Punkte  der  Kurve  begegnen,  dann 
ist  die  von  ihnen  erzeugte  C(3)  eine  zweizugige.     Der 
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Mittelpunkt  dieser  Strahleninvolution,  derenDoppel- 
strahlen  in  keinem  reellen  Punkte  der  Kurve  begeg- 
nen,  liegt  auf  dem  unpaaren  Zuge;  der  Mittelpunkt  der 
andern  Strahleninvolution  des  konjugierten  Punktes 
dagegen  liegt  auf  dem  paaren  Zuge,  und  die  Doppel- 
strahlen  derselben  begegnen  der  Kurve  in  reellen 
Punktepaaren.  Die  Paare  konjugierter  Punkte  liegen 
so  verteilt  auf  der  Kurve,  da6  jeder  Punkt  des  einen 
Zuges  seinen  konjugierten  Punkt  auf  dem  andern 
Zuge  hat.  Samtlichen  Punkten  beider  Zuge  ge- 
horen  hyperbolische  Strahleninvolutionen  zu,  aber 
den  Punkten  des  unpaaren  Zuges  solche,  deren 
Doppelstrahlen  der  Kurve  in  keinem  reellen  Punkte 
begegnen,  den  Punkten  des  paaren  Zuges  solche, 
deren  Doppelstrahlen  beide  in  je  zwei  reellen 
Punkten  der  Kurve  begegnen.  (Die  C(3)  ist  also  hyper- 
bolischen  Charakters,  §  15.) 

Der  Fall,  da6  fur  zwei  erzeugende  hyperbolische  Strahlen- 
involutionen keiner  der  vier  Doppelstrahlen  der  Kurve  in 
reellen  Punkten  begegnet,  kann  niemals  eintreten.  Denn 
sobald  nur  einer  der  Mittelpunkte  beider  erzeugenden  Strahlen- 
involutionen auf  dem  unpaaren  Zuge  liegt,  mu6  sein  kon- 
jugierter Punkt  immer  eine  hyperbolische  Strahleninvolution 
aussenden,  deren  Doppelstrahlen  beide  der  Kurve  in  reellen 
Punkten  begegnen,  weil  bei  der  zweizugigen  C(3)  von  dem 
ersteren  Punkte  vier  reelle  Tangenten  an  dieselbe  gehen. 
Liegt  aber  einer  der  beiden  Mittelpunkte  der  erzeugenden 
Strahleninvolutionen  auf  dem  paaren  Zuge  und  ist  diese 
eine  hyperbolische,  so  muB  ein  reeller  Doppelstrahl  der- 
selben, weil  er  einen  Punkt  des  paaren  Zuges  enthalt,  noch 
einen  zweiten  reellen  Punkt  desselben  enthalten  und  den 
dritten  Schnittpunkt  auf  dem  unpaaren  Zuge  haben;  jed  en- 
falls  muB  es  ein  Doppelstrahl  sein,  welcher  der  Kurve  in 
zwei  reellen  Punkten  begegnet;  also  ist  es  nicht  moglich, 
daB  von  zwei  erzeugenden  hyperbolischen  Strahleninvolutionen 
der  zweizugigen  C(3)  alle  vier  Doppelstrahlen  keinen  weiteren 
reellen  Punkt  der  Kurve  enthalten. 
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5.  Wir  mussen  aber  nun  noch  einmal  zu  deni  ersten 
Falle  zuriickkehren,  bei  welchem  Paare  konjugierter  Punkte 
immer  auf  demselben  Zuge  der  zweiziigigen  C(3)  enthalten 
sind.  Wir  haben  namlich  nur  die  Voraussetzung  gemacht, 
da6  der  Punkt  D,  von  welchem  wir  ausgingen,  auf  dem 
unpaaren  Zuge  (1.)  liege.  Nehmen  wir  dagegen  einen  Punkt 
^5  cles    paaren  Zuges   an,    so    bestimmen  die   Strahlenpaare 

1)  |?tj  |$t,|    und    |$t,|  |$tj, 

2)  l^tJI^I      n       1^1  l$M, 

3)  [ftj  |*t4J.     „       |JV|  |*t,| 

drei  Strahleninvolutionen,  von  denen  J)ekanntlich  ininier 
zwei  hyperbolisch  sein  miissen  und  die  dritte  elliptisch  ist. 
Da  nun  in  den  Fallen  2)  und  3)  die  jedem  Punkt  S$  des 
paaren  Zuges  zugehorige  Strahleninvolution  eine  hyper- 
bolische  ist,  so  muB  sie  in  dem  Falle  1)  eine  elliptische 
sein.  Also  mussen  in  dem  ersten  Falle,  wenn  wir  zwei 
konjugierte  Punkte  auf  dem  paaren  Zuge  der  C(3)  (und  in 
diesem  Falle  liegen  immer  zwei  konjugierte  Punkte  auf 
demselben  Zuge  der  Kurve)  als  Mittelpunkte  erzeugender 
Strahleninvolutionen  w'ahlen,  dieselben  beide  elliptisch  sein. 
Wir  mussen  daher  dem  ersten  Falle  noch  ein  zweites  Re- 
sultat  hinzufugen: 

Wenn  die  beiden  erzeugenden  Strahleninvolu- 
tionen in  projektiver  Beziehung  und  halbperspek- 
tiver  Lage  elliptisch  sind,  so  ist  die  von  ihnen  er- 
zeugte  CW  eine  zweiziigige,  und  die  Mittelpunkte 
beider  Strahleninvolutionen  liegen  auf  dem  paaren 
Zuge.  Die  Paare  konjugierter  Punkte  liegen  so  ver- 
teilt  auf  derselben,  da8  jedes  Paar  auf  demselben 
Zuge  sich  befindet.  Jedem  Punkte  des  paaren  Zuges 
gehort  eine  elliptische  Strahleninvolution  zu;  jedem 
Punkte  des  unpaaren  Zuges  eine  hyperbolische, 
deren  Doppelstrahlen  der  Kurve  in  je  zwei  reellen 
Punkten  begegnen.  (Die  C(3)  ist  also  elliptischen  Cha- 
rakters.)  Hierdurch  sind  alle  Moglichkeiten  fur  die  Er- 
zeugung einer  C(3)  durch  zwei  projektive  Strahleninvolutionen 
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in    halbperspektiver    Lage    erschopft,    wie    aus    der   Unter- 
suchung  des  folgenden  Paragraphen  hervorgeht. 

Fassen  wir  die  in  §  18  und  §  19  gewonnenen  Resultate 
zusamnien,  so  sehen  wir,  daG  eine  C(3)  dualen  Charakters 
nur  auf  eine  Weise  hervortritt  und  zwar  als  zweiziigige 
(§  19,  3),  dagegen  eine  C(3)  elliptischen  Charakters  auf  zwei 
Weisen  hervorgeht,  beidemal  als  zweiziigige  und  niit  dem 
Unterschiede,  daG  das  eine  Mai  die  Mittelpunkte  der  er- 
zeugenden  Strahleninvolutionen  auf  dem  paaren  Zuge,  das 
andere  Mai  auf  dem  unpaaren  Zuge  angenommen  werden 
(§  19,  5  und  §  19,  2),  endlich  eine  C(3)  hyperbolischen  Cha- 
rakters auf  zwei  Weisen  auftritt,  einmal  als  einzugige 
(§  18,2)  und  zweitens  als  zweiziigige  (§  19,4).  Da  in  den 
beiden  letzten  Fallen  den  Punkten  des  unpaaren  Zuges 
hyperbolische  Strahleninvolutionen  zugehoren,  von  deren 
Doppelstrahlen  entweder  der  eine  oder  beide  der  G,(3)  in 
konjugiert-imaginaren  Punkten  begegnen,  so  ist  die  zu  einer 
6,(3)  hyperbolischen  Charakters  zugehorige  $(3)  entweder 
dualen  oder  elliptischen  Charakters,  niemals  hyperbolischen 
Charakters,  wodurch  die  am  Ende  von  §  15  gemachte  Be- 
merkung  bestatigt  wird.  In  den  drei  iibrigen  Fallen  ist  die 
$<3>  immer  hyperbolischen  Charakters,  weil  reelle  Doppel- 
strahlen in  diesen  Fallen  in  reellen  Punktepaaren  der  C(3> 
begegnen. 

§  20.    Untersuchung  aller  moglichen  F&lle  bei  der 
Erzeugung  einer  C(3)  durch  zwei  projektive  Strahlen- 
involutionen in  halbperspektiver  Lage. 

1.   Gehen    wir   umgekehrt,    wie  in  den  beiden  vorigen 
Paragraphen,  von  der  Erzeugung  einer  C'l3)  durch  zwei  pro- 
jektive   Strahleninvolutionen    in   halbperspektiver  Lage   aus, 
so  treten  uns  zunachst  drei  Moglichkeiten  entgegen,  namlich 
«)  beide  erzeugende  Strahleninvolutionen  sind  elliptisch, 
/3)  die  eine  ist  elliptisch,  die  andere  hyperbolisch, 
y)  beide  sind  hyperbolisch. 
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Wir  wenden  numnehr  die  Hilfsbetrachtung  an,  welche 
bereits  in  §18,3  auseinander  gesetzt  ist,  indem  wir  die 
projektive  Abhangigkeit  der  beiden  erzeugenden  Strahlen- 
involutionen  Ol  und  D2  durch  die  Punkte  r_  einer  Geraden 
I  vermitteln  und  die  Strahleninvolutionen  selbst  auf  zwei 
einfache  Strahlbiischel  ©t  und  C£2  reduzieren  verarittelst 
eines  Hilfskegelschnitts  K{2),  welcher  durch  Ox  und  sD2  geht 
und  die  Tangenten  der  (7(3)  in  diesen  Punkten  beruhrt;  die 
Punkte  ©x  und  ©2  mussen  dann  auf  der  Verbindungslinie 
|  Dj  ©2. 1  liegen  und  entweder  innerhalb  oder  auBerhalb  des 
Kegelschnitts  K&\  je  nachdem  die  Strahleninvolutionen  [O,] 
und  [D2]  elliptisch  oder  hyperbolisch  sind. 

Irgend  ein  Punkt  £  der  Geraden  I  liefert  dann  zwei 
entsprechende  Strahlen  |  CSa  j:  [  und  |  (£2  r_  [,  welche  K^  in 
den  Punktepaaren  t)x  t^'und  t)2  t)2  sehneiden,  und  die  Strahlenpaare 

lOifcl,  \®X\  nnd  |D2t)2|,  !02t)2| 
sind  entsprechende  Strahlenpaare  der  beiden  erzeugenden 
Strahleninvolutionen.  Entspricht  einem  Doppelstrahl  der 
einen  Involution  ein  reelles  Strahlenpaar  der  andern,  so  sind 
die  beiden  Schnittpunkte  desselben  niit  dem  ersteren  die 
Beriihrungspunkte  zweier  reellen  Tangenten,  welche  vom 
Mittelpunkte  der  zweiten  Involution  an  die  Kurve  gehen. 

2.  Dies  vorausgeschickt  nehmen  wir  nun  den  ersten 
Fall  an,  da 6  die  beiden  erzeugenden  Strahleninvolutionen 
elliptisch  sind,  dann  liegen  ©x  und  S2  beide  innerhalb  des 
Hilfskegelschnitts  K(2).  Jeder  Strahl  durch  (S,lf  wie  auch 
durch  (52,  begegnet  dem  K(2)  in  zwei  reellen,  getrennt  von- 
einander  liegenden  Punkten;  es  giebt  daher  weder  aus  Ot 
noch  aus  D2  reelle  Tangenten  an  die  erzeugte  67(3),  diese 
muB  daher  eine  zweiziigige  sein,  und  die  Mittelpunkte  der 
erzeugenden  Strahleninvolutionen  DXD2  miissen  auf  dem 
paaren  Zuge  derselben  liegen.  Wir  erhalten  ferner  nur 
reelle  Strahlenpaare  in  den  beiden  erzeugenden  Strahlen- 
involutionen, die  einander  entsprechen.     Zwei  solche 

xxx[  und  x2x% 
sehneiden  sich  in  vier  Punkten,  die  zwei  Paare  konjugierter 
Punkte  der  C'(3)  liefern,  namlich 
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Da  nun  Dt  und  D2  auf  dem  paaren  Zuge  der  Kurve  liegen, 
so  miissen  pl  und  qx  auf  verschiedenen  Zugen  der  Kurve 
liegen;  nehmen  wir  also  an,  pl  liegt  auf  dem  paaren,  so 
rauB  qx  auf  dem  unpaaren  liegen,  folglich  trifft  |  02qx  J  die  C(3) 
in  p2,  einem  Punkte  des  paaren  Zuges,  und  |Dip2!  m  Qa? 
einein  Punkte  des  unpaaren  Zuges;  es  liegen  also  die  kon- 
jugierten  Punkte  p,,p2  Deide  auf  dem  paaren,  c\v  q2  beide 
auf  dem  unpaaren  Zuge.  Weil  die  Verbindungslinie  |  pl  p2 1 
und  ebenso  auch  die  Verbindungslinie  |  qx  q2  allemal  die 
C(3)  in  einem  Punkte  des  unpaaren  Zuges  treffen  muB  und 
fur  einen  solchen  Punkt  diese  Verbindungslinie  ein  Doppel- 
strabl  der  zugeborigen  Strablenin volution  ist,  so  sind  die 
zu  samtlichen  Punkten  des  unpaaren  Zuges  zugehorigen 
Strahleninvolutionen  byperboliscb;  einem  Punkte  des  paaren 
Zuges  muB  aber  immer  eine  elliptiscbe  Strahleninvolution 
zugehoren,  weil  die  Verbindungslinie  zweier  konjugierten 
Punkte  der  C,3)  in  diesem  Falle  niemals  ihren  dritten 
Schnittpunkt  auf  dem  paaren  Zuge  haben  kann.  Wir  haben 
also  bier  den  in  §  19,  5  bescbriebenen  Fall  vor  uns. 

3.  Ist  von  den  beiden  erzeugenden  Strableninvolutionen 
die  eine  [£),]  elliptisch  und  die  andere  [D2]  byperboliscb, 
so  liegt  ©x  innerbalb  und  (£2  auBerhalb  des  Hilfskegel- 
schnitts  KW;  die  beiden  reellen  Tangenten  aus  (S2  an  K^] 
haben  zwei  Beriibrungspunkte,  welche  mit  £)2  verbunden 
die  Doppelstrahlen  der  zugeborigen  Strahleninvolution  liefern. 
Schneiden  dieselben  die  vermittelnde  Gerade  I  in 

§2  und  32, 
und  verbinden    wir    den  innerhalb  2£(2)    liegenden  Punkt  ©t 
mit  32  und  32,  so  schneidet  jeder  der  beiden  Strahlen 

|.^fc|  und  |(M'J 
den  K^  in  zwei  reellen  Punkten,  welche  mit  Dx  verbunden 
diejenigen    Strahlenpaare    liefern,     die    den    Doppelstrahlen 
|02§2|  und  |D282!   entsprechen.     Jeder  der  Doppelstrahlen 
der  Involution  [D2]  wird  daher  in  zwei  reellen  Punkten  von 
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deni  entsprechenden  Strahlenpaar  der  Involution  [D,]  ge- 
schnitten.  Diese  beiden  Strahlenpaare  aus  Ox  sind  also 
vier  reelle  Tangenten  an  die  C(3).  Die  erzeugte  C(3;  ist 
mithin  eine  zweizugige  und  der  Punkt  €)t  liegt  auf  ihrem 
unpaaren  Zuge.  Der  Punkt  D2  niuB  aber  auf  dem  paaren 
Zuge  liegen,  weil  die  Stralileninvolution  [DJ  keine  reellen 
Doppelstrahlen  bat,  also  auch  der  Punkt  sD2  keine  reellen 
Tangenten  an  die  C(3)  sendet.  Die  elliptiscbe  Strahlen- 
involution  [OJ  enthalt  nur  reelle  Strahlenpaare,  die  hyper- 
boliscbe  [D2]  reelle,  aucb  konjugiert-imaginare  Strablenpaare. 
Entsprecben  sich  nun  zwei  reelle  Strablenpaare 

xxx[  und  z"2 #g, 
so  liefern  die  vier  Scbnittpunkte 

Kxix2J  —  Pi>     \x\xi)  =  Id 
{x[x!2)  =  p2,     (x[x2)^q2 

zwei  Paare  konjugierter  Punkte  plp.2  und  qx q.2.  Da  nun  £>, 
auf  dem  unpaaren  und  D2  auf  dem  paaren  Zuge  der  C(:"'  liegt, 
so  miissen  pi  und  q2  auf  verscbiedenen  Ziigen  der  Kurve 
liegen;  nebmen  wir  pt  auf  deui  unpaaren  Znge  an,  so  liegt 
q2  auf  dem  paaren;  folglicb  trifTt  j  Ox q2 1  die  C<3)  in  p.,, 
einem  Punkte  des  paaren  Zuges,  und  |  02V->  I  m  Qn  einera 
Punkte  des  unpaaren  Zuges;  die  beiden  konjugierten  Punkte 
p, ,  p2  und  ebenso  qj ,  q2  liegen  also  immer  auf  verscbiedenen 
Kurvenztigen.  Die  Verbindungslinie  |  pr  p2 1  und  ebenso  auch 
die  Verbindungslinie  [  CTx  ^2 1  triflFt  die  C(3)  allemal  in  einem 
Punkte  des  paaren  Zuges  und  ist  fur  einen  solcben  Punkt 
ein  Doppelstrabl  der  zugeborigen  Strablenin volution.  Daher 
sind  die  zu  samtlicben  Punkten  des  Zuges  zugehorigen 
Strableninvolutionen  byperboliscb.  Einem  Punkte  des  un- 
paaren Zuges  muB  aber  immer  eine  elliptiscbe  Strablen- 
involution  zugeboren,  weil  die  Verbindungslinie  zweier  kon- 
jugierten Punkte  der  C(3)  in  diesem  Falle  menials  ibren 
dritten  Scbnittpunkt  auf  dem  unpaaren  Zuge  haben  kann. 
Wir  baben  also  hier  den  in  §  19, 3  bescbriebenen  Fall  vor  uns. 
4.  Sind  endlicb  beide  erzeugende  Strableninvolutionen 
[DJ   und   [D2]   byperboliscb,    so   liegen  die   Punkte  ©,    und 
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(£2  beide  auBerhalb  des  Hilfskegelschnitts  K(2),  senden  also 
reelle  Tangeatenpaare  an  denselben,  deren  Beriihrungs  punkte 
mit  O,  und  D2  bez.  verbunden  die  vier  Doppelstrahlen  der 
Involutionen  [D,]  und  [02]  liefern. 

Hier  werden  wir  nun  mehrere  Falle  zu  unterscheiden 
haben  je  nach  der  Lage  der  vermittelnden  Geraden  /  (S.  151), 
auf  welcber  diejenigen  Gebiete  voneinander  zu  trennen  sind, 
in  denen  ein  Punkt  £  liegt,  der  mit  (E,  und  (£2  verbunden 
solche  Strahlen  liefert,  die  i£(2)  in  reellen  Punktepaaren 
begegnen  oder  nicht. 

Gehen  namlich  von  einem  Punkte  (£  zwei  reelle  Tan- 
genten  an  einen  Kegelschnitt  K{2)  und  treffen  eine  Gerade  / 
in  dem  Punktepaar  33',  so  trennen  dieselben  auf  der  Ge- 
raden I  zwei  Gebiete  voneinander;  in  dem  einen  liegen 
solche  Punkte  £,  deren  Verbindungsstrahlen  mit  £  dem 
K^'  in  zwei  reellen  Punkten  begegnen,  in  dem  andern 
solche  Punkte  J,  deren  Verbindungsstrahlen  mit  ©  dem 
Kw  in  keinem  reellen  Punkt  begegnen.  Wir  wollen  diese 
beiden  Gebiete  durch  die  Zeichen  -f-  und  —  voneinander 
unterscheiden. 

Nun  kann  entweder  das  4-  Gebiet  zwischen  3  und  3' 
liegen  und  das  —Gebiet  auBerhalb  der  Strecke  33'  oder 
umgekehrt,  je  nach  der  Lage  der  Geraden  /  zu  dem  Kegel- 
schnitt K{i).  Haben  wir  aus  zwei  Punkten  (£,  und  (S2  zwei 
reelle  Tangentenpaare  an  K(2),  welche  in  den  Punktepaaren 

3,3;  und  323^ 

der  Geraden  I  begegnen,  so  haben  wir  auf  derselben  zwei- 
mal  4- Gebiete  und  —Gebiete,  die  einander  zum  Teil  decken 
oder  nicht  decken,  je  nach  der  Lage  der  Punkte  3,,  3,',  32, 
32  zueinander,  und  hier  konnen  drei  verschiedene  Falle  ein- 
treten: 

«)  jedes  der  beiden  Paare  wird  durch  das  andere  ge- 
trennt; 

/3)  das  eine  Paar  liegt  ganz  innerhalb  des  andern  (d.  h. 
alle  Punkte  der  einen  Strecke  sind  gleichzeitig  Punkte  der 
andern,  aber  nicht  umgekehrt); 
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y)  das  eine  Paar  liegt  ganz  auGerbalb  des  andern  Paares 
(d.  h.  die  beiden  Strecken  baben  keinen  Punkt  miteinander 
gemein). 

Da  nun  ein  Punkt  g  in  einem  -f  Gebiete  mit  &l  oder  (£2 
verbunden  eine  Gerade  liefert,  die  dem  Kegelschnitt  Jf(2)  in 
zwei  reellen  Punkten  begegnet,  so  werden  diese  mit  Dx  oder 
©2  verbunden  auch  reelle  Strablenpaare  der  beiden  Invo- 
lutionen  [DJ  oder  [D2]  liefern,  die  einander  entsprechend 
sind.  Wir  konnen  also  beurteilen,  ob  reelle  Strablenpaare 
einander  entsprechen  oder  konjugiert  -  imaginare  oder  ein 
reelles  einem  konjugiert -imaginaren  oder  umgekehrt. 

5.  Betrachten  wir  daher  den  ersten  Fall,  in  welchem 
jedes  des  beiden  Paare  gx§{  und  %^'2  durch  das  andere  ge- 
trennt  wird,  und  bezeichnen  wir  die  +  und  —  Gebiete  fiir 
das  erste  Paar  §>l^'i  oberhalb  der  Geraden  l}  fur  das  zweite 
Paar  32§.'  unterhalb  der  Geraden  /,  so  baben  wir  im  ersten 
Fall  die  vier  Moglichkeiten: 


II. 


III. 


IV. 


,  '    .. 



&l 

»2 
+ 

+ 

»i 

— 

t  ~\ 

+ 

+ 

8. 
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a' 

*2 

+ 

+ 

i 

-  i' 

+ 

&i 

K 

+ 

+ 

— 

-  i- 

* 

+  2        -         2    + 

In  alien .  diesen  vier  Fallen  kommen  entsprechende 
+  Gebiete  zur  Deckung;  es  giebt  also  immer  entsprechende 
reelle  Strahlenpaare  der  beiden  erzeugenden  Involutiouen. 
Sucben  wir  die  den  Doppelstrablen  der  erzeugenden  hyper- 
bolischen  Involutionen  entsprechenden  Strahlenpaare  auf,  so 
erkennen  wir  folgendes  Verhalten:  In  I.  entspricht: 

11* 
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dem  Doppelstrahl  |  Dx  8X  |  ein  imag.  Strahlenpaar 


D282 
D282 


reelles 


imag. 


In  II.  entspricht: 
dem  Doppelstrahl     02  Sa  |  ein  reelles  Strahlenpaar 


d1§; 

0,8, 


„    imag. 
„    reelles 


0282 


V 


imag. 


In  III.  entspricht: 


dem  Doppelstrahl  j  0,8,     ein  imag.  Strahlenpaar 
„  „  |Di8;|    ,,     reelles  „ 

p  »  0282|    „     imag.  ., 


D282|    „     reelles 


in 

DDJ, 

» 

[02], 

11 

[0J, 

1> 

BPJ 

in 

[02], 

» 

[02], 

n 

[&,], 

ii 

[0,]. 

in 

[02], 

ii 

[02], 

ii 

[0,1, 

ii 

[OJ. 

In  IV.  entspricht: 
dem  Doppelstrahl  |  Dj  gx 


o,8; 

0282 
0282' 


ein  reelles  Strahlenpaar  in  [D2], 
»    imag.  „  „    [D2], 

11  11  11  1)       L*-,lJ> 

„    reelles  „  „    [DJ. 

Da  aber  die  Durchschnittspunkte  eines  Doppelstrahles 
mit  jedem  der  beiden  Strahlen  des  entsprechenden  Strahlen- 
paares  die  Beriihrungspunkte  des  letzteren  mit  der  C(3)  sind, 
so  sehen  wir,  daB  in  alien  vier  Fallen  (I.,  II.,  III.,  IV.)  aus 
jedem  der  beiden  Mittelpunkte  der  erzeugenden  Strahlen- 
involutionen  nur  zwei  reelle  Tangenten  an  die  C(3)  gehen, 
w'ahrend  die  beiden  ubrigen  konjugiert-imaginar  sind.  Von 
den  Doppelstrahlen  jeder  der  beiden  erzeugenden  hyper- 
bolischen  Strahleninvolutionen  schneidet  der  eine  in  zwei 
reellen,  der  andere  in  zwei  konjugiert-imaginaren  Punkten 
die  (7(3).  Wir  haben  also  den  in  §  18,  2  beschriebenen  Fall 
vor  uns. 

6.  Wir  gehen  jetzt  zu  dem  zweiten  zu  untersuchenden 
Hauptfalle    iiber,    daB    namlich    das    eine    Paar    §2§2    ganz 
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innerlialb    des    andern    §x§{    gelegen    ist.      Wir  haben  hier 
wiederum  vier  Moglichkeiten: 

i % i s.'    ~ 

I. 


II. 


III. 


IV. 


. 

■  a  n  .- 



a. 

+ 

K 

*' 



r     • 

. 

j^ 

■  nt  - 

4- 

+ 

*2       _ 

»i 

+ 

, 

-  +  -■ 
+  ■■',  -  .«    + 


'1 


"3»      "       §■'  "" 


+  2     -     "*  + 

In  den  Fallen  I.,  II.,  IV.  giebt  es  immer  entsprechende 
-fGebiete,  die  sich  decken,  also  aucb  immer  reelle  ent- 
sprechende Strahlenpaare  der  beiden  erzeugenden  Invo- 
lutionen.  Nur  in  dem  Falle  III.  kommen  keine  solchen  vor. 
Wir  erhalten  also  in  diesem  Falle  uberhaupt  keine  reellen 
Punkte  der  C(3),  weil  immer,  wo  wir  auch  den  Punkt  J  auf 
I  annehmen  mogen,  entweder  einem  reellen  Strablenpaar  in 
[OJ  ein  konjugiert-imaginares  Strahlenpaar  in  [02]  oder 
umgekehrt,  oder  einem  imaginaren  Strablenpaar  in  [DJ 
wieder  ein  imaginares  Strahlenpaar  in  [D2]  entspricht.  Wir 
konnen  also  diesen  Fall  als  illusorisch  ganz  fortlassen,  weil 
wir  dabei  uberhaupt  keine  reellen  Punkte  der  C(3)  (auBer 
D,  und  D2)  erhalten. 

Suchen  wir  jetzt  die  den  Doppelstrahlen  der  beiden  er- 
zeugenden hyperbolischen  Involutionen  entsprechenden  Strah- 
lenpaare  auf,    so   erkennen   wir   folgendes  Verhalten:    In  I. 
entspricht: 
dem  Doppelstrahl  lO^J  ein  imag.   Strahlenpaar  in  [D2], 

j?  v  I  *-'i»i  I      n         v  »  ft     L^J; 

„  „  |  £>2§2!     „     reelles  „  „    [Dj, 


\QQ  Theorie  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung. 

In  II.  entspricht: 

dem  Doppelstrahl  |Cj§i|  ein  reelles  Strahlenpaar  in  |£2J, 

v  »  I  *-a  »i  1     »  »  j}  v  I  ^2 J  ? 

>5  V  I  *^2*2  I       V  »  n  V  L^lJ; 

V  1}  I  *-^2"2         »  V  »  «  I*-'!  J- 


In  III.  entspricht: 
dem  Doppelstrahl  |  O^j  |  ein  imag.  Strahlenpaar  in  [£)2], 

»  »  I  *-\  *1  I        »  »  »  If     1^2  J » 

»  W  I  *^2*2I        J?  »  »  V     lA^lL 

;>  »  *-^2*2  I       W  W  »  »     1*^1  J- 

In  IV.  entspricht: 
dem  Doppelstrahl  |  Oj^l  ein  reelles  Strahlenpaar  in  [D2], 

»  »  I  "^i*i  I      )}  n  n  r>     l*^2-l> 

»  ■  »  I  £282      „     imag.  „  „    [OJ, 

n  »  ^2*2!     »         v  n  11    L*^il- 

Wir  sehen  hieraus,  daB  in  dem  Falle  I.  der  Mittel- 
punkt  Dj  vier  reelle  Tangenten,  der  Mittelpunkt  Qa  keine 
reelle  Tangente  an  die  C^  sendet;  im  Falle  IV.  ist  es  um- 
gekehrt.  Die  beiden  Doppelstrahlen  der  einen  erzeugenden 
Strahleninvolution  begegnen  also  der  C(3)  in  vier  reellen 
Punkten,  die  der  andern  in  keinem.  Wir  haben  also  den 
Fall  19,  4  vor  uns. 

Im  Falle  II.  sendet  jeder  der  beiden  Punkte  £)l ,  D2  vier 
reelle  Tangenten  an  die  C!3)  und  jeder  der  vier  Doppel- 
strahlen der  beiden  erzeugenden  hyperbolischen  Involutionen 
begegnet  der  C(3)  in  zwei  reellen  Punkten.  Wir  haben  also 
den  Fall  §  19,  2  vor  uns.  Der  Fall  III.  ist  schon  als  illu- 
sorisch  erkannt  worden,  was  auch  mit  der  Bemerkung  in 
§  19,  4  S.  156  tibereinstimmt. 

7.  Es  bleibt  jetzt  nur  noch  der  dritte  Hauptfall  zu 
untersuchen  iibrig,  der  indessen  nichts  neues  bietet,  sondera 
nur  eine  Wiederholung  des  vorigen. 
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Liegt  namlich  das  Punktepaar  j&i  %[  ganz  getreimt  von 
dem  Punktepaar  §2§2,  so  daG  beide  Strecken  keinen  geniein- 
schaftlichen  Punkt  haben,  so  gestalten  sich  die  Moglich- 
keiten  folgendermafien: 


II. 


+  2  '      + 


Hier  geht  nun  der  Fall  I.  als  illusorisch  heraus,  weil 
uberhaupt  fiir  keinen  Punkt  J  der  Geraden  /  einem  reellen 
Strahlenpaare  der  Involution  [OJ  wieder  ein  reelles  Strahlen- 
paar  in  [D2]  entpricht;  wir  erhalten  also  uberhaupt  keine 
reellen  Punkte  der  C(3)  bei  dieser  Erzeugung.  In  den  drei 
iibrigen  Fallen  II.,  III.,  IV.  giebt  es  entsprechende  -fGrebiete, 
die  sich  decken,  also  auch  reelle  entsprechende  Strahlen- 
paare der  beiden  erzeugenden  Involutionen.  Suchen  wir  die 
den  Doppelstrahlen  der  beiden  erzeugenden  hyperbolischen 
Involutionen  entsprechenden  Strahlenpaare  auf,  so  ergiebt 
sich  folgendes  Verhalten: 

In  I.  entspricht: 

dem  Doppelstrahl  j  D^J  ein  iinag.  Strahlenpaar  in  [0.2], 
}}  tf  I  *^iyi  I     v  w  »  n     I  ^iJj 

I  D  *'l  ID  I 
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In  II.  entspricht: 

dent  Doppelstrahl  |  D1ll 


» 

1  D,», 

V 

1  o,»i 

In  III.  entspricht: 

dem  Doppelstrahl  |  Oj^ 

}} 

iDi»; 

)) 

»                    1  0,88 

» 

1  o,*; 

In  IV.  entspricht: 

dem  Doppelstrahl  |  Di$1 

r> 

iOi»; 

» 

X                    1  ^2^2 

n 

.   ^ 

ein  reelles  Strahlenpaar  in  [D2], 

»     imag-  »  w    IAL 

»  »  ;?  ;i     L*-'iJ" 

ein  imag.  Strahlenpaar  in  [02], 

n         »  r>  i)     L^gJj 

„     reelles  „  „    [OJ, 

ein  reelles  Strahlenpaar  in  [02J, 

V  >7  V  })       L*^2J> 

V  ))  ))  })       lA'lJj 

V  ')  »  V       l*-\J- 

Da  diese  vier  Moglichkeiten  genau  dasselbe  Bild  dar- 
bieten,  wie  im  vorigen  Falle  (6.),  so  brauchen  wir  die  Fol- 
gerungen  daraus  nicht  zu  wiederholen. 

Es  erubrigt  aber  noch  der  Ubergangsfalle  Erwahnung 
zu  thun,  in  welchen  die  beiden  Strecken  §>l§>[  und  8,8!  in 
einem  ihrer  Endpunkte  zusammenstofien  oder  mit  beiden 
zusammenfallen.  In  einem  solchen  Falle  muBte  einem  Dop- 
pelstrahl der  einen  erzeugenden  Involution  gerade  ein  Doppel- 
strahl der  andern  entsprechen,  und  der  Schnittpunkt  beider 
muBte  daher  ein  Doppelpunkt  der  Kurve,  die  beiden 
Doppelstrahlen  die  Tangenten  in  demselben  sein.  Eine  CW 
mit  Doppelpunkt  ziehen  wir  aber  hier  nicht  in  den  Kreis 
unserer  Betrachtung.  Sie  tritt  nur  auf,  so  bald  zwei  kon- 
jugierte  Punkte  der  C(3)  zusammenfallen,  was  im  allgemeinen 
nicht  der  Fall  ist.  Fallen  die  beiden  Strecken  §!§{  und 
82§2  identisch  aufeinander,  so  wurde  die  C(3>  zwei  Doppel- 
punkte  erhalten  und  daher  ausarten  in  eine  Gerade  und 
einen  Kegelschnitt. 
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Ein  Uberblick  iiber  die  gewonnenen  Resultate,  welche 
in  vollkommener  Ubereinstimniung  sind  mit  den  in  §§  18 
und  19  ausgesprochenen,  zeigt  uns;  daB  bei  der  Erzeugung 
der  C{3>  durch  zwei  projektive  Strahleninvolutionen  in  halb- 
perspektiver  Lage  die  einzugige  C(3!,  welche  immer  hyper- 
bolischen  Charakters  ist,  nur  in  einer  einzigen  bestimmten 
Weise  auftritt,  die  zweiziigige,  wenn  sie  elliptiscben  Cha- 
rakters ist;  auf  zwei  verschiedene  Weisen  erzeugt  werden 
kann,  wenn  sie  aber  dualen  oder  hyperbolischen  Charakters 
ist,  wieder  nur  auf  eine  einzige  Weise  hervorgeht.  Zu  diesen 
Resultaten  gelangt  auf  giinzlich  verschiedene  Weise  auch 
Herr  A.  Harnack  in  seiner  Abhandlung:  „Uber  die  Ver- 
wertung  der  elliptischen  Funktionen  in  der  Geometrie  der 
Kurven  dritten  Grades"  (Math.  Ann.  Bd.  IX  S.  10).*) 

§21.   Znsammenhang  zwischen  den  konischen  Polaren 
von  Pnnkten  der  C(3). 

1.  Wir  haben  in  §  9,  6  den  Satz  kennen  gelernt:  „Zieht 
man  durch  einen  Punkt  21  der  (7t3)  Strahlen,  deren  jeder  in 
eineni  Paar  weiterer  Punkte  der  C(3)  begegnet  und  bestimmt 
zu  2f  den  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt  riick- 
sichtlich  des  Punktepaares,  so  beschreibt  derselbe  bei  der 
Drehung  des  Strahles  urn  51  einen  Kegelschnitt  %{2),  welcher 
durch  51  selbst  hindurchgeht  und  dieselbe  Tangente  in  21 
hat,  wie  die  C^31.  Dieser  Kegelschnitt  21 2)  begegnet  der  C'3' 
ini  allgemeinen  in  vier  weiteren  Punkten,  welche  mit  21  ver- 
bunden  das  Tangentenquadrupel  aus  21  an  die  0(3)  bilden. 
Die  vier  Beriihrungspunkte  liegen  eben  mit  den  beiden  zu- 
sammenfallenden  Beriihrungspunkten  der  Tangente  in  21  auf 
einem  und  demselben  Kegelschnitt  21c2).  Derselbe  heiBt  die 
konische  Polare  des  Punktes  21  rucksichtlich  der  C(3), 
oder  auch  die  erste  Polare  von  21/' 

Nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  zweiten  Punkt  53  der 
C(Z)  und  bestimmen  seine  konische  Polare  53(2),   so   wird  die 


*)  Vergl.  auch    die  Abhandlung  von  Herrn  R.  Sturm:    Uber  die 
ebenen  Kurven  dritter  Ordnung,  Borchardt's  Journal  f.Math.Bd.90.  S.85ff. 
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Verbindungslinie  |S(93|  der  Kurve  in  einern  dritten  Punkte  © 
begegnen,  und  ist  St,  der  vierte  zu  51  zugeordnete  harnio- 
nische  Punkt  riicksichtlich  des  Paares  93©,  ferner  93,  der 
vierte  zu  93  zugeordnete  harmoniscke  Punkt  riicksichtlich 
des  Paares  ©St,  also 

(St  St,  93©)  =  -1, 

(9393,(551)  =  ~1, 

dann  geht  K»  durch  51  und  St,,  93<2>  durch  $  und  93,  ;  die 
gewohnliche  Polare  von  St  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
93(2)  geht  also  durch  ©,  und  die  Polare  von  93  nach  St(2) 
geht  auch  durch  ©,  wie  aus  diesen  harmonischen  Beziehungen 
hervorgeht. 

Denken  wir  uns  den  Strahl  j  5(93©  |  unendlich  wenig 
um  51  gedreht,  so  wird  sich  93  nach  dem  unendlich  nahen 
Punkte  93',  ©  nach  dem  unendlich  nahen  Punkte  ©'  bewegen, 
sodaB  9393'|  =  ^,     |W.|-4 

die  Tangenten  in  den  Pimkten  93  und  ©  der  Cci)  werden. 
Wenn  wir  sodann  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  5193'©'. 
der  51  zugeordnet  ist,  aufsuchen,  so  wird  sich  derselbe,  St[, 
unendlich  wenig  von  St,  entfernen,  sodatt 

die  TaDgente  in  51,  an  der  konischen  Polare  des  Punktes  St, 
d.  h.  an  dem  Kegelschnitt  5l(2)  wird,  welcher  durch  51  und 
St,  geht.  —  Da  die  beiden  harmonischen  Punktreihen 

St  SI,  93  © 

Si  Si;  93'©' 

perspektive  Lage  haben,  so  miissen  sich  |St,S([  ,  j  9393'',  |  ©©'|, 
d.  h.  die  drei  Tangenten 

h,  fej  h, 
in  einem  Punkte  schneiden,  und  umgekehrt,  ziehen  wir  die 
beiden  Tangenten  1%,  t§  in  den  beiden  Punkten  93  und  ©  der 
C(3),  verbinden  ihren  Schnittpunkt  mit  St,,  so  ist  diese  Ver- 
bindungslinie die  Tangente  t%t  im  Punkte  Stj  der  konischen 
Polare  Sl'2).  Da  der  Punkt  93  auf  der  Geraden  StSt,|  liegt, 
so  wird  die  Polare  von  93  nach  Sl(2)  durch  den  Schnittpunkt 
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der  beiden  Tangenten  %  und  t%l    gehen  miissen,    weil  2l(2) 
durch  2t  und  21,  geht;  bezeichnen  wir  also  den  Schnittpunkt: 

(fa,   fa,)  =  G> 
so   ist  nach   der  vorigen   Bemerkung   |  a  ©  |   die   Polare   von 
93  nach  21  W. 

In  gleicher  Weise  konstruieren  wir  die  Polare  von 
2t  nach  93(2).  Nachdem  wir  den  vierten  harmonischen  Punkt 
93,  ermittelt  haben  durch  die  Bedingung 

(©Si&fc)  -  - 1 

und  die  Tangenten  in  (S  und  21  an  der  C(3) 

h  fa 
verbinden  wir  ihren  Schnittpunkt  mit  S3, ;  diese  Verbindungs- 
linie  ist 

die  Tangente  in  93,   an  der  konischen  Polare  S***;  ist  dann 
der  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten 

so  wird  |b®|  die  gesuchte  Polare  von  21  nach  93 '2)  sein. 

Nehmen  wir  nun  die  drei  Schnittpunkte  der  Geraden 
g  =  |  2193©  |    und    die    drei    Tangenten    der    C(3)    in    diesen 

Punkten 

fa,  t%,  <e 

und  nennen  die  Schnittpunkte  derselben 

so    bilden    die  vier   Geraden    fa,  /$,  t<$,,  g    ein    vollstandiges 
Vierseit,  dessen  drei  Diagonalpunkte  sind 

I  =  (93932,  Wfr  t)  =  (M*,  2121,);     S  =  (*%,  93932). 

Nun  sind  bekanntlich 

"Ml,   Ui  I,   ls«l,  |S«, 

vier  harmonische  Strahlen,  folglich   die   vier  Durchschnitts- 
punkte  derselben  mit  g  vier  harmonische  Punkte 

*,  ®,  a,  21,, 

folglich  geht     j2t2 1  durch  21,,  und  da  |  ^^  j  die  Tangente 
in   21,    an    der   konischen   Polare   2T2)   ist,    so   geht  dieselbe 
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auch  durch  j;  der  Punkt  o  =  (^  ^si,)  ist  also  der  vierte  har- 
monische  Punkt  zu  5t932(£2,  namlich 

(93A5ta)  =  -l, 
und  wir  haben  auch  die  vier  harmonischen  Strahlen 

In  gleicher  Weise  sind 

I'Vsli  \n\,  I9»l,  l^»l 

vier  harmonische  Strahlen;  folglich  schneidet  |  t)932 1  die  g 
in  dem  vierten  harmonischen  Punkte  931;  sodaB 

(©519333,)  =  —  1 

wird,  und  |  t)93293j  |  ist  die  Tangente  in  93x  an  der  konischen 
Polare  93(2).  Der  Punkt  b  —  (t%  f®,)  ist  also  der  vierte  har- 
monische Punkt  zu  93©25(2,  namlich 

und  wir  haben  auch  die  vier  harmonischen  Strahlen 
£(5l2(5293b)  =  -l. 
Aus  der  Gleichheit 

£(932(S25la)  =  (5(5l,(£293b) 
aber,  da 

\m2\  =  \m.2\,   \^\  =  \mi\i   |(5«|  =  |C8| 

ist,  folgt  endlich 

|(Sb|  =  |(£a  ■, 

d.  h.  (Sab  liegen  auf  einer  und  derselben  Geraden;  also  die 
beiden  Geraden  j  Sci  j  und  Sb  fallen  identisch  zusammen. 
Wir  haben  daher  den  fundamentalen  Satz: 
Sind  51  und  93  zwei  beliebige  Punkte  der  C(3) 
und  5l(2)  und  93,2)  die  konischen  Polaren  derselben, 
so  ist  die  (gewohnliche)  Polare  des  Punktes  5t  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  93(2)  identisch  mit  der 
Polare  von   93  in  Bezug  auf  5l(2). 

(Einen  speziellen  Fall  dieses  Satzes,  namlich  wenn  51 
und  93  konjugierte  Punkte  der  C(3)  sind,  haben  wir  bereits 
in  §  9,  7  S.  70  kennen  gelernt.) 
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2.  Wenn  wir  von  den  drei  Punkten  51,  95,  (£,  in  welcben 
die  Gerade  g  der  C(3)  begegnet,  die  konischen  Polaren  5l(2), 
S3(2),  &(2)  herstellen,  und  die  beiden  Kegelschnitte  51  <2>,  95(2> 
einen  gemeinscbaftlichen  Punkt  ©  haben,  so  schneide 

die  Gerade  [  ©51  |  die  C<3>  noch  in  5T  und  51", 

©95  35'  95" 

„  *       \*%\     „       „        „       „    <5'     „      <5"; 

dann  miissen,  weil  31,  95,  ©  auf  einer  Geraden  liegen,  die 
secbs  Punkte  51',  51",  95',  95",  ©',  ©"  auf  eineni  Kegelschnitt 
liegen  (§  9,  5).  Fur  diesen  Kegelschnitt  sind  ©  und  g  Pol 
und  Polare,  weil  ©  sowohl  auf  der  konischen  Polare  5l(2), 
als  auch  auf  der  konischen  Polare  95(2)  liegt;  folglich  miissen 
auch  ©'  und  (£"  durch  ©  und  g  harmonisch  getrennt  werden 
und  daher  muB  ©  auch  auf  der  konischen  Polare  (£(21  liegen; 
dies  gilt  fur  jeden  der  vier  gemeinschaftlichen  Punkte  der 
beiden  konischen  Polaren  5t(2)  und  95(2).  Wir  sprechen  so- 
mit  den  Satz  aus: 

Wenn  eine  Gerade  g  der  C(3)  in  den  drei  Punkten 
51,  95,  ©  begegnet,  so  gehoren  die  drei  konischen 
Polaren  von  denselben,  5l(2),  95(2),  (£(2),  einem  Kegel- 
schnittbiischel  an,  d.  h.  haben  dieselben  vier  ge- 
meinsamen  Grundpunkte. 

Dieser  Satz  gilt  allgemein,  unabhangig  von  der  Realitat 
der  Grundpunkte©,  wie  aus  folgender  Betrachtung  hervorgeht: 

Sei  36  ein  beliebiger  Punkt  der  C(3)  und  36(2)  seine 
konische  Polare,  dann  ist  nach  dem  in  I.  bewiesenen  Satze 
die  Polare  von  51  nach  36(2)  identisch  mit  der  Polare  a  von 
36  nach  5l(2),  ebenso  die  Polare  von  95  nach  36f-2)  identisch 
mit  der  Polare  b  von  36  nach  95(2)  und  endlich  die  Polare 
von  ©  nach  36(2)  identisch  mit  der  Polare  c  von  36  nach 
(5(2).  Da  nun  die  drei  Punkte  51,  95,  ©  auf  einer  Geraden  g 
liegen,  so  miissen  ihre  drei  Polaren  a,  &,  c  nach  36{2)  sich  in 
einem  Punkte  schneiden 

(abc)  =  36,, 

und  es   miissen  36  und  36,  konjugierte  Punkte  fur  5l(2),  95(2), 
(§>(2)  gleichzeitig  sein.     Hiernach  miissen  entweder  5l(2),  95f2), 
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(S(2)  einem  Biischel  angehoren,  in  welchem  Falle  danu  zu  jedem 
Punkte  der  Ebene  die  drei  Polaren  nach  Sl(2),  93(2),  6(2)  sich  in 
einem  Punkte  schneiden;  oder  es  gehoren  2t(2),  93(2),  (£(2)  nicht 
einem  Biischel  an,  dann  bestimmen  Slf2),  93(2),  S(2)  ein  Kegel- 
schnittnetz,  fiir  welches  nur  besondere  Punkte  der  Ebene,  welche 
die  Tripelkurve  erfullen,  diese  Eigenschaft  besitzen.  C(3) 
mii  (He  also  die  Tripelkurve  dieses  Netzes  sein  und  3E3£,  ein 
Paar  konjugierter  Punkte  der  C(3>  (§  7).  Die  letztere  An- 
nahme  ist  aber  unstatthaft.  Denn  unter  Festhaltung  der 
Bezeichnung  in  1.  ist  die  Polare  von  St  nach  St(2)  die  Tan- 
gente  t%  =  \  St  a  :,  die  Polare  von  51  nach  93(2),  wie  wir  ge- 
sehen  haben,  die  Gerade  |  ©Ba  |  und  ebenso  die  Polare  von 
2t  nach  (S(2)  die  Gerade  j  93ca  |;  also  schneiden  sich  auch 
die  drei  Polaren  von  St  nach  Sl(2;,  93(2!,  (£(2)  in  einem  Punkte  a. 
Es  sind  demgemaB  St  und  a,  ebenso  $8  und  B,  S  und  c 
konjugierte  Punkte  fiir  die  C(3).  Da  aber  SI,  93,  (5  auf  einer 
Geraden  liegen,  so  miiBten  a,  6,  c  ein  Tripel  der  Tripelkurve 
C(8)  bilden  und  auf  derselben  liegen.  Andererseits  sind  aber 
a,  B,  C  die  drei  Tangentialpunkte  zu  St,  93,  S  und  miiBten  also, 
da  diese  auf  einer  Geraden  liegen,  ebenfalls  auf  einer  Ge- 
raden liegen.  Drei  Tripelpunkte  liegen  aber  im  allgemeinen 
niemals  auf  einer  Geraden;  dies  wird  also  bei  willkiirlicher 
Annahme  der  Geraden  g  nicht  eintreten,  und  es  folgt  daraus, 
dafi  die  von  uns  gemachte  Annahme  unstatthaft  ist,  mithin 
die  drei  Kegelschnitte  St(2),  93(2),  S(2)  einem  Biischel  an- 
gehoren miissen. 

3.   Das  Biischel    der    drei   Kegelschnitte    St<2>,  93  <*>,  ©,2> 
schneidet  auf  der  Geraden  g  die  drei  Punktepaare 

SISt,,  9393,,  (£(£, 
aus,  welche  einer  Punktinvolution  angehoren.    Dies  ist  auch 
an  sich  erkennbar,  denn  aus  den  drei  Bedingungen 

(93(521510  =  -1, 
(6519393,)  =  -1, 
(5193©^)  =  -1, 

durch  welche  die  Punkte  St,,  93,,  (S,  bestimmt  werden,  folgt 
durch  bekannte  Umformung 
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(%%(£,(£)- -1 
(9321©^)-  -2 

(»«,««!)  -3, 

terner  aus 

(««,(£(£!)  =  -3 
unci  in  gleicher  Weise  zwei  analoge  Beziehungen 

(8^®  8,)  -  (9323^)  =  (S^aa,)  -  -  3, 
woraus  hervorgeht,  daB  von  den  drei  Punktepaaren 

3121,,  9323,,  ©(£, 
jedes    durch  das  andere  getrennt  wird,   weil  der  Wert  ihres 
Doppelverhaltnisses  negativ  ist. 
Ferner  folgt  aus 

caa.sas)  =  - 1    (aax33e)  =  - 1 
(aaAg)--!    fflP)  — ; 

also 

woraus  hervorgeht,  daB  die  drei  Punktepaare 

aa17  9393,,  e^ 

einer  Involution  angehoren  und  zwar  einer  elliptischen 
Punktinvolution,  weil  jedes  Paar  durch  ein  anderes  ge- 
trennt wird. 

Die  beiden  Doppelpunkte  3,  3i  dieser  elliptischen  Punkt- 
in volution  sind  konjugiert-imaginar.  Eine  solche  Gruppe 
yon  f-anf  Puukten         ^  ^  ^  ^  g_ 

nennt  man  ein  aquianharmonisches  System;  ein  solches 
zeigt  wegen  der  harmonischen  Eigenschaft  der  Doppelpunkte 

(33i«a,)  =  (33^93.)  =  (33i(£e,)  -  -  1 

die  drei  Projektivitaten 

(«8<E33,)  a  (®<£«33,)  A  (W9333J; 

denn  weil  21 2^  sowohl  58  (£  als  auch  33t  harmonisch  trennt, 
so    sind   %{%l   die  Doppelpunkte    einer  Involution,    von    der 
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93  £   und    33t    zwei    Paare    konjugierter    Punkte    sind;    also 
haben  wir 

1)  (S<£«3)  -  (©sa^), 

ebenso 

2)  (<£a®3)-(*<&»3,) 

und 

3)  cases) -(©a^); 

aus   1)  und  3)  folgt  aber 

(93CT3)  =  (<S®«3,)  =  (estS3) 
oder 

(5193(53)  =  (93CT3) 

u.  s.  f. 

Wir  erkennen  hieraus,  daB  wenn  wir  aus  den  drei 
Punkten  §1,  93,  ©  eine  cyklische  Projektivitat  herstellen, 
indem  wir  den  Trager  als  doppelt  auffassen  und  den  drei 
Punkten  %  ^  g 


93,  ©,  a 


entsprechen  lassen 

oder,  was  daraus  folgt, 

<£,  «,  93, 

alsdann    die    beiden    cyklisch  -  projektiven    Punktreihen    die 
konjugiert  -imaginaren  Doppelpunkte 

haben. 

Ein  aquianharmonisches  System  von  funf  Punkten 
kommt  also  uberein  mit  einer  cyklischen  Projektivitat,  und 
wir  konnen  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  man  aus  drei  reellen  Punkten  31,  93,  ©  einer 
Geraden  eine  cyklische  Projektivitat  herstellt,  in- 
dem   man    den  Trager    als    doppelt   auffaBt  und   den 

Punkten 

■«,  93,  <g 
die  Punkte 

93,  S,  31 
oder 

<£,  a,  93 

entsprechen     lafit,     wobei     durch     drei    Paare     ent- 
sprechender    Elemente     die    projektive     Beziehung 
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festgelegt  wird,  dann  sind  die  Doppelpunkte  3,  3i 
der  projektiven  Punktreihen  konjugiert-imaginar 
und  werden  bestimmt  als  die  konjugiert-imaginaren 
Doppelpunkte  einer  elliptischen  Punktinvolution, 
welcher  die  drei  Punktepaare  2t2t,,  9393,,  £©,  an- 
gehoren,    wo    21, ,   93,,   (£,    die    vierten    harmonischen 

Punkte 

(93(551210  --1, 

((5219393,)  =  -1, 

(2I93£(S,)  =  "1 
bedeuten. 

Wollen  wir  die  Werte  der  Doppelverhaltnisse 

(2193S3)  und  (2193(530 

berechnen,  so  findet  sich  aus 

(2121,9393,)= -3,    (2121,933)  .(2121,393,)  =  -3, 

(2121,933)  =  -3.(2121,93,3), 

=  -3.(21,2193  3), 

(2t2l,933)2=-3. 
Nehmen  wir 

(2121,933)  =  +V^, 
so  folgt 

(2l2t,93(5).(2t2l,(53)  =  +V-  B, 

(2121,(53)  =  -!/-^ 

(21(521,3)  =  1  +  V^3, 

(21(59321,)  =  | 

(21(5933) 

(2193(5  3) 
und  in  gleicher  Weise 

crowd 

Die  Werte  der  beiden  Doppelverhaltnisse  (21 93  ©3)  und 
(2t93©3i)  gehen  also  als  die  iniaginaren  dritten  VVurzeln 
aus  der  negativen  Einheit  hervor. 

SchrOter,  Theorie  der  ebeuen  Kurven  3.  Ordn.  12 


_1+Y+ 

3 

2 

> 

_i-V- 

_ 

2 

_i  +  V- 

"3 

178  Theorie  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung. 

4.  Der  Zusammenhang  zwischen  den  Punkten 

««„  9393,,  &%',  33, 

lafit  noch  ein  weiteres  Resultat  erkennen. 
Aus  der  Uleichheit 

(33,21210  =  -i  =  (®93  «!«) 

folgt  eine  Punktinvolution,  der  die  Punktepaare  angehoren 

3®,  3,93,  ««„ 

mithin 

(33,«i®)-(%S|*31), 
-"  (*«»%), 

=  (21,33,93), 

andererseits  auch 

(33,*! 8)  -(8  21  (£3,), 
=  (3,21,393), 
also  ist 

(33,21,93)  =  (3,21,393)  -  (21,33,93) 

und  in  gleicher  Weise  finden  wir 

(33,  2t,®)  =  (3,21,3®)  =  (M&«), 

also  haben  wir  die  cyklischen  Projektivitaten 

(33,21,93®)  a  (3,21,393®)  a  (21,33,93®), 
und  hieraus  folgt,  dafi  33®  als  die  Doppelpunkte  fiir  eine 
cyklische  Projektivitat  auftreten,  welche  durch  die  drei 
Elemente  33,21,  bestimmt  wird.  Wiiren  also  33,21!  reell, 
so  miiBten  93  und  ®  konjugiert-imaginar  sein  und  wiirden 
durch  eine  reell  konstruierbare  elliptische  Punktinvolution 
vertreten. 

Wir  wollen  jetzt  umgekehrt  93  und  ®  vertreten  lassen 
durcb  eine  gegebene  Punktinvulution,  unabhangig  davon,  ob 
dieselbe  hyperbolisch  oder  elliptiscb  ist,  und  dann  die  zu- 
gehorigen  Punkte  3, 3,  konstruieren  oder  vielmehr  durch 
eine  reell  konstruierte  Punktinvolution  vertreten  lassen, 
welche  entweder  elliptisch  oder  hyperbolisch  sein  wird. 

Sei  auBer  dem  reellen  Punkt  %  auf  g  eine  Punkt- 
involution gegeben,  deren  (reelle  oder  konjugiert-imaginare) 
Doppelpunkte  93,  ®  seien;  da  2(  und  2(,  durch  23  und  ® 
harmonisch  getrennt  werden,  so  ist  91,  der  zu  %  konjugierte 
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Punkt  in  dieser  gegebenen  Punktinvolution;  sie  wird  voll- 
standig  bestimmt  durch  ein  zweites  gegebenes  Paar  kon- 
jugierter  Punkte  SJS  und  $$',  also  die  beiden  Punktepaare 

bestimmen  sie  und  es  gilt  die  Gleichheit  der  Doppel 
verhaltmsse  (^$93)  -  (31,  «$'#). 

Die  Involution,  deren  Doppelpunkte  3,  Si  sind,  wird 
bestimmt  durch  die  beiden  Punktepaare  5131,,  S3S5n  welche 
der  Beuingung  genugen 

(3191,2323,)  =  -3. 
Sei  nun  der  zu  ^  konjugierte  Punkt  in  dieser  zweiten 
Involution  ^3,  genannt,  also 

dann  folgt  aus  den  vorigen  beiden  die  Beziehung 


und,  da 

ist, 
oder 


(M,9393,)  =  -3 


(««1^'»1)--3  (2131,^,23,) 

(3131,$'$,)  =  -3. 

Diese   Beziehung  liefert  uns   den  gesuchten   Zusammenhang 
zwischen    $'   und    $,;    wir  konnen    sie   auch    so    schreiben 

(3131,$$,)  =  -3  (3t3i,$$'), 

dann    zeigt    sie    den    Zusammenhang    zwischen    derjenigen 
Punktin volution,  welche  durch  die  Punktepaare 

3(31,  und  $$' 
bestimmt  wird    (deren  Doppelpunkte    S3    und    (£    sind),   und 
derjenigen  Involution,  welche  durch  die  Punktepaare 

3131,  und  $$, 
bestimmt    wird   (deren  Doppelpunkte   3    und   3,    sind).     Es 
geht  nun    aus    der  Beziehung   hervor,    daB,    wenn  die   eine 
Involution  hyperbolisch   ist,  die   andere   elliptisch  sein  muB 
und  umgekehrt. 

12* 
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Es  ergiebt  sich  auch  eine  leichte  Konstruktion  der 
einen  Involution,  sobald  die  andere  gegeben  ist;  %%l  ist 
das  gemeinschaftliche  Paar  konjugierter  Punkte  fur  beide 
Involution  en;  die  zu  ^5  in  der  einen  und  andern  Involution 
konjugierten  Punkte  sind  ty'  und  Sj^. 

Die  Beziehung 

mw%)  =  -3 

laGt  sich  so  schreiben 

und  vermittelst  eines  Hilfspunktes  O 

(«$'aiB).(a$'B$1)  =  2.2. 

Wir  konnen  dann  fiber  den  Hilfspunkt  Q  so  ver- 
fiigen,  daB 

(«?'«! D)  -  2  und  («$'&&)  =  2, 
also 

(aa^'O)  =  -  i  und  (80$'$,)  -  - 1 

wird.  Aus  diesen  harmonischen  Beziehungen  ist  es  leicht, 
z.  B.  SJSj  zu  konstruieren,  sobald  ty'  gegeben  ist:  Man  suche 
zu  %,%lfty'  den  vierten  harmoniscben  Punkt  O,  sodaB 

wird,  und  zu  51,  D,  ^8'  wieder  den  vierten  harmonischen 
Punkt  tyl}  sodaB 

(aop,)--i 

wird;  dann  ist  $£,  der  gesuchte  Punkt  derart,  daB  durch  die 
Punktepaare  51 5^  und  ^^  diejenige  Involution  bestimmt 
wird,  deren  Doppelpunkte  3>3i  sind. 

Im  umgekehrten  Fall,  wenn  ^  gegeben  ist,  werden 
wir  $P'  vermittelst  des  Hilfspunktes  Ot  aus  den  Beziehungen 
konstruieren 

(2WA)  -  -  1  und  (^D^')  =  -  1; 

es  tritt  dabei  nur  %t  an  die  Stelle  von  a. 

Dies  ist  denn  auch  in  Ubereinstimmung  mit  dem  fruheren 
Resultat;  in  dem  einen  Falle  operiert  man  mit  a  und  den 
Punkten  93,  ©  (oder  der  sie  vertretenden  Involution),  in 
dem  andern  Falle  mit  ax  und  den  Punkten  3,  Si  (oder  der 
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sie   vertretenden  Involution)   in    gleicher  Weise    vermittelst 
cyklischer  Projektivitat* 


§  22.   Die  konischen  Polaren  fur  alle  Punkte  der  Ebene 
rucksichtlich  der  C(3). 

1.  Nach  dieser  Abschweifung  iiber  das  aquianharmonische 
System  und  cyklisch- projektive  Punktreihen,  wovon  wir  spater 
noch  Gebrauch  machen  werden,  kehren  wir  zur  Betrachtung 
der  konischen  Polaren  zuriick  und  erweitern  die  erlangten 
Resultate.** 

Wir  haben  gesehen,  daB  zu  den  drei  Punkten  21,  $8, 
£,  in  welehen  eine  Gerade  g  der  C^  begegnet,  drei  be- 
stimmte  Kegelschnitte  2l(2),  93(2),  (S<2)  gehoren,  die  konischen 
Polaren  der  Punkte,  und  daB  diese  eineni  Kegelschnitt- 
buschel  angehoren.  Wir  konnen  nun  die  Punkte  der  Ge- 
raden  g  und  die  Kegelschnitte  des  Buschels  als  Elemente 
zweier  projektiven  Gebilde  einander  entsprechen  lassen  und 
die  projektive  Beziehung  derselben  durch  diese  drei  Paare 
entsprechender  Elemente  festsetzen,  wodurch  die  projektive 
Beziehung  gerade  bestimmt  wird.  Dann  wird  jedem  Punkte 
ty  der  Geraden  g  ein  bestimmter  Kegelschnitt  $P(2)  des 
Kegelschnittbvischels  eindeutig  entsprechen,  welehen  wir  die 
konische  Polare  des  Punktes  ty  nennen  wollen.  Die  pro- 
jektive Beziehung  beider  Gebilde  konnen  wir  in  gleicher 
Weise,  wie  in  §4,5  herstellen,  indem  wir  das  Kegelschnitt- 
biischel  auf  ein  Strahlbiischel  reduzieren  (gebildet  von  den 
Polaren  eines  beliebigen  festen  Punktes  in  Bezug  auf  die 
Kegelschnitte  des  Buschels)  und  dieses  Strahlbiischel  auf  die 
von  ^5  beschri  ebene  gerade  Punktreihe  projektiv  beziehen. 
Dies  vorausgeschickt  nehmen  wir  auf  der  Geraden  g  =  j  21 93  ©  | 
einen  beliebigen  Punkt  ^5  und  nennen  die  Polaren  von  21  nach 


*    Vergl.    H.    Schroter:    „Zur    Konstruktion    eines    &quianhar- 
monischen  Systems"  (Math.  Annalen,  Bd.  X  S.  240). 

**  Siehe  A.Milinowski:  „Zur  sjmthetischenBehandlung  derebenen 
Kurven  dritter  Ordnung"  (SchlSmilchs  Zeitschrift  fiir  Math.  u.  Phys., 
21.  Jahrg.  S.  427  flg.). 
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«<*<,  SB<2),  (S(2>,  «p<« 
bez. 

a,       b,       c,      p, 

welche  ein  Strahlbiischel  bilden,  projektiv  mit  dem  Kegel- 
schnittbuschel  W2),  93(2>,  &(2),  $|8(2).  Nennen  wir  andererseits 
die  Polaren  der  Punkte 

*,  »,  c,  ? 

nach  dem  Kegelschnitt  W2)  bez. 

a,    6',   c',  |)', 
so   bilden  auch  diese   ein  Strahlbiischel,    projektiv   mit  der 
Punktreibe    51,  95,  ©,  $.      Da   nun    Punktreihe    und    Kegel- 
schnittbiischel  selbst  projektiv  zueinander  sind,  so  folgt 

(abcp)  A  (ab'c'p'); 
es  ist  aber  nacb  unserem  fundamentalen  Satze  §  21,  l 

6  =  b',  c  =  c\ 
folglich  ist  aucb 

p=p', 
d.  h.: 

Die  Polare  von  %  nach  ^(2)  ist  identisch  mit 
der  Polare  von  $P  nach  5l(21. 

Nehmen  wir  weiter  zwei  beliebige  Punkte  ^  und  ID, 
der  Geraden  #  und  nennen  ihre  konischen  Polaren  $)3(2)  und 
D(2),  so  werden  die  Polaren  von  ty  nach 

%%  93<*>,  <£<*>,  $<P,  0<2> 
bez. 

a,       6,      c,      j>,      3 

ein  Strahlbiischel  bilden,  welches  mit  dem  Kegelschnitt- 
biischel  Sl^)g3^>©(2)^c2)Cl(2>  pr0jektiv  ist,  und  die  Polaren 
der  Punkte 

«,  93,  6,  $,  O 
nach  ?P(2)  bez. 

a',  6',  #,  p,  3' 

werden    ein    Strahlbiischel    bilden,    welches    mit  der  Punkt- 
reihe 5193S9SD  projektiv  ist.    Da  nun  Punktreihe  und  Kegel- 
schnittbiischel  selbst  projektiv  zueinander  sind,  so  folgt 
(abcpq)  A  (a'b'c'pq'). 
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Nach  dein  vorigen  Satze  ist  aber 

a  T:  a',  b  =  b\  c  =  c', 
folglich  muB  auch 

sein,  d.  h.: 

Die  Polare  von  9$  nach  0,(2)  ist  identisch  mit 
der  Polare  von  O  nach  ^5(2). 

Nehmen  vfir  einen  beliebigen  Punkt  ty  in  der  Ebene 
und  ziehen  durch  ihn  eine  Gerade  g,  welche  der  C(3)  in  den 
Punkten  81,  33,  £  begegnet,  wahlen  sodann  einen  beliebigen 
Punkt  £  der  C(3)  aus  und  konstruieren  die  konischen  Polaren 
8t<2>,  S3(2),  £<2),  $(2>,  X<*>,  so  gehoren 

«<*>,  S3(2),  e^2),  $<2> 

eineni  Biischel  von  Kegelschnitten  an,  iu  Bezug  auf  welche 
die  Polaren  von  3£  seien 

a,  b,.c,  p, 

die    ein    Strahlbuschel    bilden,    projektiv    mit    dem    Kegel- 
schnittbiischel  8t<2>  23<2>(5(2>$(2). 
Nehmen  wir  andererseits  von 

81,  S3,  (5,  $ 
die  Polaren  nach  3E(2)  bez. 

a',  &',  c',  p', 

so  bilden  diese  ein  Strahlbuschel,  projektiv  mit  der  Punkt- 
reihe  81536^5.  Da  aber  Kegelschnittbuschel  und  Punktreihe 
selbst  projektiv  zueinander  sind,  so  folgt 

(abcp)  A  (a'b'c'p')', 

es  ist  aber  nach  dem  Fundamentalsatz  (§  21,  l) 

a  =e  a\  b  ^b',  c  =  c', 
folglich  ist  auch 

d.  h.: 

Die  Polare  von  3£  nach  ty{i)  ist  identisch  mit  der 
Polare  von  ty  nach  3E(2). 

Halten  wir  jetzt  den  Punkt  ^S  fest,  ziehen  aber  durch 
ihn   eine   andere   Gerade  gl7    welche    der   Kurve  C(3)  in  den 
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Punkten  21,,  931?  ©j  begegnet,  so  konnte  die  konische  Polare 
von  ty  in  gleicher  Weise  fur  diese  Gerade  gl  konstruiert, 
moglicherweise  ein  anderer  Kegelschnitt  ^Sx  werden.  Die 
Polare  von  H  nach  ^Sx(2)  miiBte  aber  wieder  identisch  werden 
mit  der  Polare  von  ^  nach  3E(2),  und  da  diese  ungeandert 
bleibt,  so  miiBte  3£  dieselbe  Polare  haben  fur  beide  ver- 
schieden  angenommene  Kegelschnitte  ^S(2)  und  ^j2).  Dies 
gilt  aber  fur  jeden  Punkt  X  der  C(3>,  was  nicht  anders  mog- 
lich  ist,  als  wenn  die  Kegelschnitte  ^5(2)  und  ^t(2)  selbst 
identisch  sind.     Wir  haben  also  den  Satz  gefunden: 

Fur  alle  durch  einen  Punkt  ^  in  der  Ebene  ge- 
zogenen  Strahlen  q,  q1}  q2  . . .  ,  welche  in  den  Punkte- 
tripeln  3195©,  Sl^S,,  ^2932&2,  ...  der  C&  begegnen, 
ist  die  in  der  oben  angedeuteten  Weise  konstruierte 
konische  Polare  immer  ein  und  derselbe  Kegel- 
schnitt $P(2).  Die  konische  Polare  ^8(2)  des  beliebigen 
Punktes  ^5  in  der  Ebene  ist  also  unabhangig  von 
dem  durch  ^5  gezogenen  Strahle  g  =    2193©  . 

3.  Die  konische  Polare  ^3(2)  eines  Punktes  ^  in  der 
Ebene  ist  vollstandig  bestimmt,  sobald  es  durch  ty  eine 
Gerade  g  giebt,  welche  der  0(3)  in  drei  reellen  Punkten 
2t,  93,  ©  begegnet.  Ob  es  aber  durch  einen  willkurlich  in 
der  Ebene  angenommenen  Punkt  ^5  immer  solche  Gerade  g 
giebt,  bleibt  dahingestellt.  Wir  konnen  uns  vermittelst  des 
vorigen  Satzes  in  folgender  Weise  helfen: 

Nehmen  wir  drei  beliebige  Punkte  21,  93,  (£  der  C(3), 
die  nicht  auf  einer  Geraden  liegen,  und  konstruieren  die 
drei  konischen  Polaren 

%m    2)(8),    fc<ri 

so  ist,  wie  wir  wissen,  die  Polare  von 

ty  nach  2l(2)  identisch  mit  der  von  21  nach  $P(2), 

"V       n       <}  ii  ii        n        ii      ^       ii        *r  > 

SR       (J(2)  g       9g(2). 

•P  n       ^      ii  ii       ii        ii      ^  ii       V     i 

sei  nun  fl  die  polare  yon  ^  nach  ^ 

b  i  93<2> 

w     ii  ii  ii      i3       ii       ^     i 

c     ii  ii  »     *P      »       *    i 
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so  sind  mit  SJS  auch  a,  b,  c  gegeben  und  fur  den  zu  suchen- 

den  Kegelschnitt  ^8(2)  mussen 

5(  und  a,     S3  und  b,     (S  und  c 

Pole   und   Polaren   sein,   wodurch  ^(2)   schon   mehr  als    be- 

stimmt  ist  (Th.  d.  Keg.  S.  433). 

Wir  erreichen  dasselbe  Ziel  auch  auf  folgende  Art: 
Nehmen  wir  drei  beliebige  Gerade  </,,  g2}  g3)  die  nicht 

durch  denselbeu  Punkt  gehen,  aber  die  Eigenschaft  besitzen, 

daG  jede  der  C(3)  in  drei  reellen  Punkten  begegnet 

k-.l*i«i<l, 

fc«-j  «.«&!, 

Bestimmen  wir  von  diesen  neun  reellen  Punkten  die  ko- 
nischen  Polaren 

*«•>,  »f,  K*  »f,  «,»  ef,  ■*  e»  ef 

und  ziehen  durch  den  gegebenen  Punkt  9$  eine  beliebige 
Gerade  g,  welche  gl ,  g%,  g3  in  den  Punkten  ^1;  ty.2,  ^3  trifft, 
dann  mussen  die  konischen  Polaren  dieser  drei  Punkte 

??;  «,*,  *r 

drei  Kegelschnitte  sein,  die  einem  Biischel  angehoren  und 
projektiv  entsprechen  den  Punkten  ^1}  9$2,  ^53  der  geraden 
Punktreihe  auf  g.  Aus  diesem  Biischel  nehmen  wir  jetzt 
den  einzigen  vollig  bestimmten  Kegelschnitt  ^$(2),  welcher 
der  Projektivitat  gemigt 

und  dadurch  gefunden  ist. 

Die  vorige  Behauptung,  auf  welche  wir  uns  stiitzen, 
daG  9$*'  ,  ^2),  ^g2)  einem  Kegelschnittbiischel  angehoren, 
ergiebt  sich  namlich  so: 

Da  die  konische  Polare  ^(2)  eines  Punktes  ^S  unabhangig 
von  der  durch  ^  gezogenen  Geraden  g  ist7  so  gilt  der  fun- 
damental Satz,  welcher  friiher  nur  fiir  zwei  Punkte  9$  und 
£1  einer  Geraden  g  erhartet  war,  die  in  den  reellen  Punkten 
3t,  S3,  ©  die  C(3)  schneidet,  jetzt  allgemein: 
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Sind  irgend  zwei  Punkte  ^  uud  Q,  in  der  Ebene 
gegeben  und  ^(2),  Q.(2)  ihre  konischen  Polaren,  so 
ist  die  Polare  von  ty  nach  D(2'  identisch  niit  der 
Polare  von  £l  nach  ^$(2-. 

Nehmen  wir  nun  drei  Punkte  ^n  ty.2,  ^53  auf  einer 
beliebigen  Geraden  g  irgendwie  an  und  sind  ihre  konischen 
Polaren  $f,  %f\  $.J2);  ist  ferner  Q  ein  beliebiger  Punkt 
der  Ebene  und  d^  seine  konische  Polare,  so  wird  die  Po- 
lare von 

<^l  nach  £l{-}  identisch  niit  der  von  Q,  nach  ^["J, 

*  n(2>  n         se(:!) 

•Hi       »        ~t  j»  r>        v         n      -»■*        ?;        fj   J 

4*3      p       *■*'"  v  »       n        n     '**       »       "Ps    5 

seien  diese  drei  Geraden  pl}  p.2,  p3,  so  schneiden  sie  sich  als 
Polaren  von  drei  Punkten  einer  Geraden  g  in  Bezug  auf 
denselben  Kegelschnitt  Q(2)  in  einem  Punkte,  und  daher  haben 
auch  die  drei  Kegelschnitte  ^\  %f\  $3(2)'  die  Eigenschaft, 
daB  fur  jeden  Punkt  D  in  der  Ebene  seine  drei  Polaren  sich 
in  einem  Punkte  schneiden;  daraus  folgt  aber,  daB  die  drei 
Kegelschnitte  ^[  \  ^  ,  ^3    einem  Biischel  angehoren  miissen. 

Wir  konnen  also  jetzt  den  Satz  allgemein  aussprechen: 

Die  konischen  Polaren  zu  samtlichen  Punkten 
ty  einer  beliebigen  Geraden  g  bilden  ein  Kegel- 
schnittbiischel  mit  denselben  vier  reellen  oder 
paarweise  konjugiert-iniaginaren  Grundpunkten. 

4.  Wir  nennen  die  vier  Grundpunkte  dieses  zu  der  Ge- 
raden g  gehorigen  Kegelschnittbuschels  die  Pole  der  Ge- 
raden g  riicksichtlich  der  C'(3),  und  konnen  mit  dieser  Be- 
zeichnung  den  vorhin  bewiesenen  Satz  (2.),  welcher  die 
Unabhangigkeit  der  konischen  Polare  ^(2)  des  Punktes  ^ 
von  der  durch  ^5  gezogenen  Geraden  g  ausspricht,  so  for- 
mulieren : 

Fur  alle  Geraden  g,  die  durch  einen  uud  den- 
selben Punkt  ty  gehen,  liegen  die  je  vier  Pole  riick- 
sichtlich der  C(3)  auf  einem  und  demselben  Kegel- 
schnitt, namlich  auf  der  konischen  Polare  ^(2)  des 
Punktes  $. 


§  23.    Die  konischen  und  die  geraden  Polaren  etc.  187 

Fallen  insbesondere  von  den  Schnittpunkten  5t,  53,  © 
einer  durch  ^S  gezogenen  Geraden  g  zwei  zusammen, 

d.  h.  wird  der  durch  ty  gezogene  Strahl  g  eine  Tangente 
der  C(3),  so  fa] It  von  ihren  vier  Polen  offenbar  einer  nach 
33  =  ©,  denn  der  Kegelschnitt  s2l(2)  geht  durch  %x,  welcher 
Punkt  in  diesem  Falle  niit  43  und  ©  zusammenfallt,  und 
der  Kegelschnitt  33(2)  geht  auch  durch  23,  folglich  geht  auch 
die  konische  Polare  s$(2)  durch  jeden  Beriihrungspunkt  einer 
aus  ^  an  die  G1^  gelegten  Tangente,  und  da  der  Kegel- 
schnitt ^(2)  die  C(3)  im  allgemeinen  in  sechs  Punkten  schnei- 
det,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Aus  einem  beliebigen  Punkte  ?$  der  Ebene  gehen 
im  allgemeinen  sechs  Tangenten  an  die  C(3);  ihre 
sechs  Beriihrungspunkte  liegen  auf  einem  Kegel- 
schnitt S$l2\  der  konischen  Polare  des  Punktes  ?$. 

Liegt  der  Punkt  ^8  insbesondere  auf  der  C(3)  selbst,  so 
fallen  zwei  von  den  sechs  Tangenten  in  die  eine  Tangente 
fur  9$  selbst  hinein  und  es  bleiben  nur  noch  vier  weitere 
Tangenten  ubrig,  was  der  friihere  von  uns  erorterte  Fall  ist. 

§  23.    Die  konischen  und  die  geraden  Polaren  riick- 
sichtlich  der  C(8>  von  den  Pnnkten  der  Ebene. 

1.  Wir  haben  gesehen,  da6  zu  jedem  Punkte  ^  der 
Ebene  ein  bestimmter  Kegelschnitt  ^(2)  gehort,  seine  ko- 
nische Polare  riicksichtlich  der  C(3),  die  reell  konstruiert 
werden  kann.  Nehmen  wir  von  demselben  Punkte  ty  die 
gewohnliche  Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  $]3(2)  und 

nennen  diese  Gerade 

P 

die  gerade  Polare  von  ^   riicksichtlich   der  C(3)   oder  die 

zweite    Polare   des   Punktes   ty,   so   stehen   diese  drei  zu- 

sammengehorigen  Elemente 

$,  y(i)>  V 

in  enger  Verbindung  initeinander,  die  wir  jetzt  niiher  unter- 
suchen  wollen.     Liegt   $JS    insbesondere   auf  der   C{3)   selbst, 


138  Theorie  der  ebenen  Kurren  dritter  Ordnnng. 

so  ist  seine  gerade  Polare  p  die  Tangente  in  9$  an 
der  C<3>. 

Nehmen  wir  auf  der  Geraden  p  einen  beliebigen  Punkt 
£l  an,  dessen  konische  Polare  d(2)  sei,  dann  sind  offenbar 
^5  und  O  konjugierte  Punkte  riicksichtlich  des  Kegelschnitts 
?${i\  also  mu8  die  Polare  von  D  nach  $£(2)  durch  ty  gehen. 
Nach  dem  Fundamentalsatz  (§  22,  s)  ist  aber  die  Polare  von 
SJ5  nach  D(2)  identisch  mit  der  Polare  von  D  nach  ^2),  also 
muB  auch  die  Polare  von  ty  nach  Q,,2)  durch  ty  gehen;  wenn 
aber  die  Polare  von  ^  nach  D(2)  durch  $P  selbst  geht,  so 
mu6  9$  ein  Punkt  des  Kegelschnitts  C(2)  sein  und  die  Polare 
von  SJS  die  Tangente  an  Cl(2)  in  diesem  Punkte,  also  gilt 
der  Satz: 

Wird  auf  der  geraden  Polare  p  eines  beliebigen 
Punktes  ^5  riicksichtlich  der  C(3)  irgend  ein  Punkt  D 
angenommen,  so  geht  seine  konische  Polare  D(2) 
allemal  durch  den  anfanglichen  Punkt  S$. 

Nehmen  wir  andererseits  auf  der  konischen  Polare  $(2) 
eines  Punktes  ^  einen  beliebigen  Punkt  D  an,  dessen  ko- 
nische Polare  0(2)  sei,  dann  wird,  weil  O  auf  ^$(2)  liegt, 
die  Polare  von  D  nach  SJS(2)  durch  D  selbst  gehen,  namlich 
die  Tangente  in  D  am  Kegelschnitt  $$(2)  sein.  Da  aber  die 
Polare  von  O  nach  $$(2)  identisch  ist  mit  der  Polare  von 
^  nach  D(2),  so  liegt  Q  auch  auf  der  Polare  von  ^  nach  D(2). 
Die  Punkte  ^5  und  D  sind  daher  konjugierte  Punkte  fur 
den  Kegelschnitt  D(2),  also  muG  9$  auf  der  Polare  von  O 
nach  Df2),  d.  h.  auf  der  geraden  Polare  q  liegen,  und  wir 
erhalten  den  Satz: 

Wird  auf  der  konischen  Polare  tym  eines  belie- 
bigen Punktes  ^5  riicksichtlich  der  C(3)  irgend  ein 
Punkt  D  angenommen,  so  geht  die  gerade  Polare  q 
desselben  allemal  durch  den  anfanglichen  Punkt  ^$. 

Hiernach  laGt  sich  zu  einer  gegebenen  konischen  Polare 
^$(2)  derjenige  Punkt  ^S  ermitteln,  dessen  konische  Polare 
die  gegebene  ist;  wir  brauchen  nur  auf  ^5{2)  zwei  beliebige 
Punkte   D   und    Q'   anzunehmen   und   deren  gerade  Polaren 
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q  und  q'  zu  konstruieren,  um  ihren  Schnittpunkt  (qq')  =  ty 
zu  finden. 

Wir  konnen  den  vorletzten  Satz  auch  umkehren: 

Nehmen  wir  auf  einer  Geraden  p  zwei  Punkte  C  und 
Dx  an,  so  miissen  ihre  konischen  Polaren  Q(2)  und  O^ 
cforch  denjenigen  Punkt  gehen,  dessen  gerade  Polare  p  ist. 
Da  sich  aber  die  beiden  Kegelschnitte  0(2)  und  &[2)  im  all- 
gemeinen  in  vier  Punkten  ?$,  tyl}  SJ$2,  tys  schneiden,  so  muB 
fiir  jeden  derselben  p  die  gerade  Polare  sein;  wir  schlieBen 
also : 

Eine  beliebige  Gerade  p  in  der  Ebene  besitzt 
die  Eigenschaft,  dafi  fiir  jeden  ihrer  vier  Pole  die 
gerade  Polare  diese  Gerade  p  ist. 

2.  Gehen  wir  von  drei  beliebigen  Punkten 

ft,  ft,  ft 
der  Ebene    aus,    die    nicht   auf   einer  Geraden  liegen,  und 
bestimmen  die  konischen  Polaren  derselben 

?;2),  *?,  ff, 

nehmen  sodann  einen  beliebigen  vierten  Punkt  36  der  Ebene 
und  seine  konische  Polare  3E(2),  so  werden  die  beiden  Geraden 

|X¥il  und  |$AI 

sich  in  einem  Punkte  ^)  schneiden,  dessen  konische  Polare 
^)(2)  sowohl  dem  Kegelschnittbiischel  angehort,  welches  durch 
die  beiden  Kegelschnitte  ^  }  und  3£(2)  bestimmt  wird,  als 
auch  dem  Kegelschnittbiischel,  welches  durch  die  beiden 
Kegelschnitte  tyf*  und  ^2)  bestimmt  wird,  weil  die  drei 
konischen  Polaren  von  drei  Punkten  einer  Geraden  immer 
einem  Kegelschnittbiischel  angehoren  (§  22,  4).  Wir  konnen 
demnach  zu  dem  Kegelschnitt  3£(2)  so  gelangen  von  den  drei 
gegebenen  Kegelschnitten  aus 

IT, «?,  #5 

daB  wir  aus  dem  Biischel  [^]2)  ty^]  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt D(2)  herausnehmen,  ihn  mit  ^,(2)  zur  Bildung  eines 
neuen  veriinderlichen  Kegelschnittbiischels  [Spf0?)12']  zusam- 
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menstellen    und    aus    diesem    Biischel    den   Kegelschnitt  3E(2) 
herausnehmen. 

Aus  dieser  Bildungsweise  erkennen  wir  nach  §  7 : 
Die  konischen  Polaren  zu  samtlichen  Punkten 
der  Ebene  bilden  ein  Kegelschnittnetz,  die  koni- 
schen Polaren  zu  den  Punkten  einer  Geraden  ein 
Kegelschnittbiischel,  welches  dem  Netze  angehort, 
und  je  zwei  Kegelschnittbiischel  des  Netzes  haben 
einen  gemeinschaftlichen  Kegelschnitt,  namlich  die 
konische  Polare  desjenigen  Punktes,  in  welchem 
sich  die  beiden  Geraden  schneiden;  deren  Punkte 
die  Kegelschnitte  der  beiden  Biischel  zu  konischen 
Polaren  haben. 

3.  Wenn  wir  von  alien  Punkten  Q  einer  Geraden  p 
die  konischen  Polaren  D(1!)  aufsuchen,  so  bilden  dieselben, 
wie  wir  wissen,  ein  Kegelschnittbiischel  mit  vier  Grund- 
punkten.  In  diesem  Kegelschnittbiischel  giebt  es  im  allge- 
meinen  drei  Linienpaare;  suchen  wir  insbesondere  diejenigen 
drei  ausgezeichneten  Punkte  der  Geraden  p 

auf,    deren    konische    Polaren    in  Linienpaare  ausarten,  und 
bezeichnen  diese  Linienpaare 

Die  Doppelpunkte  (Schnittpunkte)  der  drei  Linienpaare 

ftS)--*u   ('•#)■■?%»   ft4>*« 

und  bilden  ein  gemeinsames  Polardreieck  (selbstkonjugiertes 
Dreieck)  fiir  alle  Kegelschnitte  des  Biischels. 

Da  nun  nach  unserm  Fundamentalsatz  die  Polare  von 
sQj  nach  dem  Kegelschnitt  [/2Z2]  identisch  ist  mit  der  Polare 
von  D2  nach  dem  Kegelschnitt  [hl'j],  die  erstere  aber  durch 
den  Punkt  q2,  die  letztere  durch  den  Punkt  qj  gehen  muB, 
so  ist  sie  die  Verbindungslinie  qtq2  J,  und  es  miissen  daher 
die  vier  Strahlen 

1  d4 q2  J ,       q2q,  ,     /2,     l[      vier  harmonische  Strahlen, 

I  &2Q1  \j     iPiQal;    hi     '1      v^er  harmonische  Strahlen  sein. 


§23.    Die  konischen  und  die  geraden  Polaren  etc.  191 

Ferner  bilden  die  Punkte  q,,  q2,  q3  das  Diagonaldreieck 
des  vollstandigen  Vierecks,  dessen  drei  Seitenpaare  lx  /[ , 
/2/2',  /3/3  sind;  folglich  rnuB  der  vierte  harmonische  Strahl 
zu  l1l[  und  der  Diagonale  qx  q2  j ,  letzterer  zugeordnet,  durch 
q3  gehen,  also  niussen 

V    <\3,    &2 

auf  einer  Geraden  liegen,  ebenso 

q2>  <\$,  D-i 

auf  einer  Geraden,  und  in  gleieher  Weise  erkennen  wir, 
daB  audi 

<\i,  q-2,  &3 

auf  einer  Geraden  liegen  niussen;  da  nun  aber  auch  00  Q2,  Q-3 
auf  der  Geraden  p  liegen,  so  bilden  diese  drei  Punktepaare 
D^!,  02q2,  Q3q3  die  drei  Paar  Gegenecken  eines  vollstan- 
digen Vierseits,  und  die  gesuchten  Punkte  Dx,  0,2,  &3  s™& 
dadurch  gefunden  als  die  drei  Durchschnittspunkte  der  Ge- 
raden p  mit  den  drei  Seiten  des  Diagonaldreiecks  qu  q2,  q3, 
welches  das  gemeinsame  Polardreieck  des  Kegels chnitt- 
biischels  ist,  gebildet  von  den  konischen  Polaren  der  Punkte 
von  p. 

Wir  sprechen  deragemaB  folgenden  Satz  aus: 
Diejenigen  drei  Punkte  einer  Geraden,  deren 
konische  Polaren  in  Linienpaare  ausarten,  bilden 
mit  den  drei  Doppelpunkten  der  drei  Linienpaare 
die  sechs  Ecken  eines  vollstandigen  Vierseits,  in- 
dem  je  zwei  der  letzteren  mit  einem  der  ersteren 
auf  je  einer  Geraden  liegen.  Die  zu  einem  solchen 
Punkte  der  Geraden  zugehorige  Gegenecke  des 
vollstandigen  Vierseits  ist  der  Doppelpunkt  der 
ausgearteten   konischen  Polare. 

Oder  wir  konnen  uns  auch  so  ausdriicken: 
Die    drei    Diagonalen    des    von    den    vier    Polen 
einer  Geraden  p  gebildeten   vollstandigen  Vierecks 
treffen    diese    Gerade    p    in    solchen    drei    Punkten 
deren  konische  Polaren  in  Linienpaare  ausarten. 
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Wir  bemerken  noch,  weil 

vier  harmonische  Strahlen  sind  und 

ist,  folgt  der  Satz: 

Die  drei  besonderen  Punkte  D,,  Q.2,  d3  auf  der 
Geraden  p,  deren  konische  Polaren  in  Linienpaare 
Zx  ?/ ,  l%l%,  ?3  ?3  zerfallen,  liegen  derartig  auf  dieser 
Geraden  p,  daB 

Q2D3  durch  das  Linienpaar  lll[J 

harmonisch  getrennt  werden. 

4.  Wir  suchen  jetzt  umgekehrt  zu  den  Punkten  q,,  q2,  q3, 
den  Doppelpunkten  der  drei  in  Linienpaare  ausgearteten 
konischen  Polaren,  selbst  ihre  konischen  Polaren 

qf,  C  C 
auf.  Da  die  gerade  Polare  von  £l17  d.  h.  die  Polare  von  £l{ 
rticksichtlich  des  Linienpaares  l^l  durch  qj  geht,  so  muS 
die  konische  Polare  qt(2)  durch  den  Punkt  Cl1  gehen  (1.); 
ferner  sind  ^  und  |  q2  q3  j  Pol  und  Polare  fur  alle  Kegel- 
schuitte  des  Biischels  von  konischen  Polaren  samtlicher 
Punkte  O  der  Geraden  p.  Nun  ist  nach  unserem  Funda- 
mentalsatz  die  Polare  von  O  nach  qx  identisch  mit  der 
Polare  von  q1  nach  D(2),  d.  h.  mit  der  Geraden  |  q2q301 1  —  q±\ 
also  muB  der  noch  unbekannte,  durch  £lx  gehende  Kegel- 
schnitt  q|2)  die  Eigenschaft  besitzen,  daB  fiir  alle  Punkte  Q 
der  durch  Ox  gehenden  Geraden  p  die  Polaren  in  eine  und 
dieselbe  Gerade  qx  zusamraenfallen.  Dies  ist  nicht  anders 
inoglich,  als  wenn  der  Kegelschnitt  qf}  in  ein  Linienpaar 
ausartet,  welches  in  Cl1  seinen  Doppelpunkt  hat  und  har- 
monisch getrennt  wird  durch  die  Geraden  p  und  qv  Wir 
haben  also  das  Resultat  gewonnen: 

Wenn  die  konische  Polare  eines  Punktes  D,l  in 
ein  Linienpaar  ausartet,  dessen  Doppelpunkt  q1   ist, 
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so  muB  auch  die  konische  Polare  von  qt  in  ein 
Linienpaar  ausarten,  dessen  Doppelpunkt  £tL  ist. 

Da  nun  die  s'amtlichen  konischen  Polaren  36(2)  aller 
Punkte  3E  der  Ebene  ein  Kegelschnittnetz  bilden  (2.)  und 
die  Doppelpunkte  der  in  Linienpaare  ausartenden  Kegel- 
schnitte  eines  Netzes  auf  einer  Kurve  dritter  Ordnung  lie- 
gen  (§  5,  4),  so  folgt: 

Diejenigen  Punkte  in  der  Ebene  einer  C3),  deren 
konische  Polaren  in  Linienpaare  ausarten,  sowie 
auch  die  Doppelpunkte  dieser  Linienpaare  liegen 
samtlich  auf  einer  neuen  Kurve  dritter  Ordnung 
J7(3\  welche  die  Hessesche  Kurve  von  der  gegebenen 
(7(3)  genannt  wird. 

Die  umgekehrte  Aufgabe,  wenn  ein  Netz  von  Kegel- 
schnitten  gegeben  ist,  zu  jedem  derselben  denjenigen  Punkt 
zu  finden,  dessen  konische  Polare  er  sein  soil,  d.  h.  ein 
gegebenes  Kegelschnittnetz  als  ein  Netz  konischer 
Polaren  herzustellen,  wird  so  gelost: 

Wir  durfen  drei  in  Linienpaare  ausgeartete  Kegelschnitte 
des  Netzes 

&$-*»    [Ma-^V  &#-*?, 

welche  nicht  die  drei  Seitenpaare  eines  und  desselben  voll- 
standigen  Vierecks  sind,  als  zur  Bestimnmng  des  Netzes 
notwendig  und  hinreichend,  willkurlich  annehmen.  Es  wiirden 
dann  die  drei  Punkte  21,,  5l2,  2t3  zu  ermitteln  sein,  deren 
konische  Polaren  die  gegebenen  Linienpaare  2lt(2\  %^\  2l3(2) 
sind. 

Bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte 

&$-<«   &©-«*,   <yp-«ti 

die  Verbindungslinien 

I  a2 ^3  1  =  ht     I  Mi  {  — *»t     I  ^02  |  =  ss, 
die  vierten  harmonischen  Strahlen  s[  t[ ,  s2t'2,  s'3 t'z : 

(hK**Q  —  h  W^A)  =  -h  («MJ)--i, 

so  mu8,  wie  wir  wissen,  die  Polare  von  %x  nach  3l*2)  iden- 
tisch    sein    mit    der    Polare  von  2l2  nach  %f)-  sie  geht  aber 
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notwendig,  weil  beide  Kegelschnitte  Linienpaare  sind,  so- 
wohl  durch  a%  als  auch  durch  aJ?  ist  folglich  die  Gerade  s3 
und  ihr  Pol  nach  9^2),  d.  h.  der  Punkt  9l\  liegt  auf  der 
vierten  Harmonischen  s'%,  ihr  Pol  nach  3lj2)  liegt  auf  der 
vierten  Harmonischen  t'$ ,  also 

5lx  liegt  auf  8g,     %2  liegt  auf  tl; 
ebenso  folgt: 

2l2  liegt  auf  s[ ,     9l;J  liegt  auf  t[ , 

folglich  sind  die  drei  Punkte 

^~w4  £-«©,  «•:-(«;# 

gefunden. 

Wir  konnen  jetzt  zu  jedeni  beliebigen  Kegelschnitt  des 
Netzes  3£(2)  denjenigen  Punkt  3t'  finden,  dessen  konische  Po- 
lare  3£  ist;  da  die  Polare  von  9lx  nach  £(2)  bekannt  ist  und 
identisch  mit  der  Polare  von  X  nach  9t|  ,  so  ist  ihr  Pol  3b" 
nach  dem  bekannten  Kegelschnitt  51^  auf  der  vierten  har- 
monischen zu  der  bekannten  Geraden  riicksichtlich  des  Linien- 
paares  lt  l[  gelegen,  ebenso  fur  91.,"  ;  der  Durchschnittspunkt 
beider  vierten  Harmonischen  ist  also  der  gesuchte  Pol  3£. 

Auch  umgekehrt  lafit  sich  zu  jedem  Punkte  3:  die  ko- 
nische Polare  3E(2)  aus  dem  Netze  herstellen. 

(Vergl.  die  von  Cremona  in  der  Abhandlung:  „Sopra 
alcune  questioni  nella  teoria  delle  curve  piane"  [Annali  di 
Matematica  pura  ed  applicata  torn.  VII  N.  4]  gegebene  Lo- 
sung  dieses  Problems.) 

Wollen  wir  die  Punkte  der  Fundamentalkurve  (7(3)  er- 
mitteln,  fur  welche  das  gegebene  Kegelschnittnetz  das  Netz 
der  konischen  Polaren  ist,  so  werden  wir  fur  irgend  ein  in 
dem  Netze  enthaltenes  Buschel  von  Kegelschnitten  die  Punkte 
bestimmen,  deren  konische  Polaren  die  Kegelschnitte  des 
Biischels  sind.  Diese  Punkte  liegen  auf  einer  Geraden  g 
und  bilden  eine  gerade  Punktreihe,  die  projektiv  ist  mit  dem 
Kegelschnittbuschel.  Die  drei  incidenten  Elemeute  der  beiden 
projektiven  Gebilde  auf  der  Geraden  g  sind  die  drei  Punkte 
der  Fundamentalkurve  61(3)  auf  dieser  Geraden. 
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5.  Wir  erkennen  leicht,  da 6  fur  die  Hessesche  Kurve 
i/(3)  die  Punktepaare  £Lt  und  ql}  £i.2  und  q2,  D3  und  q3 
konjugierte  Punkte  in  dem  friiheren  Sinne  sind  (§  2, 5),  denn 
qt  und  |  q2  q3  0,x  |  sind  Pol  uod  Polare  fiir  das  ganze  Buschel 
von  Kegelschnitten ,  welches  dem  Netze  angehort  und  aus 
den  konischen  Polaren  der  Punkte  von  der  Geraden  p  be- 
steht;  ferner  geht  die  Polare  von  qt  in  Bezug  auf  den  dem 
Netze  angehorenden  Kegelschuitt  q®\  der  in  ein  Linienpaar 
mit  dem  Doppelpunkt  Qj  ausartet,  auch  durch  den  Punkt 
Dx,  also  sind  qx  und  £lj  konjugierte  Punkte  fiir  drei  nicht 
demselben  Buschel  angehorende  Kegelschnitte  des  Netzes, 
mithin  fur  samtliche  Kegelschnitte  desselben,  d.  h.  konju- 
gierte Punkte  fiir  die  H^.  Wir  konnen  also  dem  vorigen 
dies  neue  Resultat  hinzufiigen: 

Wenn  fiir  einen  Punkt  Cl1  in  der  Ebene  der  0(3) 
die  konische  Polare  in  ein  Linienpaar  mit  dem 
Doppelpunkt  qt  ausartet,  so  sind  C,  und  qx  ein  Paar 
konjugierter  Punkte  der  Hesseschen  Kurve  1?(3), 
welche  von  samtlichen  Punkten  O,  und  qj  erfiillt 
w  i  r  d. 

Aus  einem  Paar  konjugierter  Punkte  der  i/(3)  lassen 
sich  in  bekannter  Weise  unendlich  viele  weitere  Paare  der- 
selben  ableiten.  Fiir  jedes  solche  Paar  gilt  nun  auch  der 
umgekehrte  Satz: 

Jedes  Paar  konjugierter  Punkte  der  H{3)  besitzt 
die  Eigenschaft,  da8  der  eine  dieser  Punkte  zur 
konischen  Polare  rucksichtlich  der  C,3)  ein  Linien- 
paar hat,  dessen  Doppelpunkt  der  andere  ist. 

<>.  Diejenigen  besonderen  Punkte  der  Kurve  C(3),  deren 
konische  Polaren  in  Linienpaare  ausarten,  miissen  nach  dem 
Vorigen  gleichzeitig  auf  der  Kurve  H<-S)  liegen,  also  die 
Durchschnittspunkte  der  beiden  Kurven  C(3)  und  H{3  sein,  deren 
Anzahl  im  allgemeinen  neun  ist.  Diese  Punkte  haben  eine 
besondere  Eigentiimlichkeit.  Nennen  wir  28  einen  solchen 
Punkt  der  Ci3),  dessen  konische  Polare  in  ein  Linienpaar 
zerfallt,  so  muB  die  Tangente  %  der  C(3)  im  Punkte  2B? 
weil   sie    auch   die  konische  Polare  in  2B  beriihrt,  entweder 
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ein  Teil  derselben  sein,  oder  SB  mu8  der  Doppelpunkt  des 
Linienpaares  sein,  in  welches  SB(2)  ausartet.  Letzteres  ist 
aber  nicht  der  Fall,  denn  jeder  durch  den  Doppelpunkt  des 
Linienpaares  gehende  Strahl  kann  keinen  weiteren  Punkt 
desselben  enthalten.  Durch  SB  gehen  aber  offenbar  unend- 
lich  viele  Strahlen,  welche  noch  andere  Punkte  von  SB(2) 
enthalten;  also  niuB  fa  ein  Teil  des  Linienpaares  sein,  und 
alle  iibrigen  Punkte  von  2B(2)  miissen  auf  dein  andern  Teil 
des  Linienpaares,  d.  h.  auf  einer  Geraden  liegen.  Nennen 
wir  diese  Gerade  w,  dann  ist  die  konische  Polare 

2B«>  — [&«;]. 

Die  Gerade  w  schneidet  nun  im  allgemeinen  die  C(3)  in 
den  drei  Punkten  tt)x,  tt)2,  tt)3;  der  Punkt  SB  sendet  aber  im 
allgemeinen  ein  Tangentenquadrupel  an  die  C{3),  von  dem 
|  2Btt)j  |;  |  SBtt>2 1,  ;  2Btt>3 1  drei  Tangenten  sind,  die  vierte  muB 
daher  ihren  Beruhrungspunkt  auf  fa,  dem  andern  Teile  des 
Linienpaares  haben;  fa  beriihrt  C(3)  selbst  in  SB;  der  dritte 
Schnittpunkt  von  fa  kann  nicht  von  2B  verschieden  sein, 
denn  sonst  muBte,  wenn  er  S25'  ware,  |  S23SQ3'  |  auch  Tangente 
in  SS'  sein,  also  fa  Doppeltangente,  was  widersinnig  ist; 
es  muB  also  3S'  in  SS  hineinfallen,  folglich  fa  eine  Wende- 
tangente  sein,  welche  die  C(3)  in  drei  zusammenfallenden 
Punkten  2B  schneidet,  und  2B  selbst  ein  Wendepunkt  der  0(3). 
,Wir  haben  also  dies  Ergebnis: 

Wenn  fiir  einen  Punkt  SB  der  C(3)  die  konische 
Polare  in  ein  Linienpaar  ausarten  soil,  so  muB  SB 
ein  Wendepunkt  der  C(3)  sein;  seine  konische  Polare 
zerfallt  alsdann  in  zwei  Gerade,  von  denen  eine  die 
Wendetangente  t&  ist  und  die  andere  w  die  harmo- 
nische  Polare  des  Wendepunktes  genannt  wird, 
namlich  der  Ort  der  vierten  harmonischen  Punkte 
auf  alien  durch  SB  gezogenen  Strahlen  zu  SB  zu- 
geordnet,  rucksichtlich  des  iibrigen  Paares  von 
Schnittpunkten  mit  der  C(S). 

Aus  dem  vorigen  Resultat  folgt  somit: 

Eine  gegebene  Kurve  C(3)  wird  von  ihrer  Hesse- 
schen    Kurve    J?(3)   (d.  h.   dem   Ort   der  Doppelpunkte 
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aller  in  Linienpaare  ausgearteten  konischen  Polaren 
fur  die  C(3))  in  den  Wendepunkten  der  (7(3)  durch- 
schnitten. 

Da  fur  den  Wendepunkt  SB  die  konische  Polare  in  das 
Linienpaar  zerfallt,  dessen  einer  Teil  t%&  (die  Wendetangente) 
und  dessen  anderer  Teil  die  Gerade  w  (die  harmonische  Po- 
lare des  Wendepunktes)  ist,  so  wird  der  Schnittpunkt 

(%,  w)  =  SBX 
tier  Doppelpunkt  dieses  Linienpaares  sein,  also  auch  ein 
Punkt  der  Hi3)  sein,  und  zwar  sind  (nach  5.)  SB  und  SBt 
konjugierte  Punkte  fur  die  J3"(3).  Es  muB  also  auch  die 
konische  Polare  von  SBt  in  ein  Linienpaar  zerfallen,  dessen 
Doppelpunkt  SB  ist.  Die  Verbindungslinie  |  SB  23^  |  wird  nun 
die  iZ(3)  noch  in  einem  dritten  Punkte  2B2  schneiden,  dessen 
konische  Polare  rucksiehtlich  der  C(3)  in  ein  drittes  Linien- 
paar zerfallen  muB.  Die  beiden  Linienpaare  far  SB  und  SBt 
bestimmen  aber  ein  vollstandiges  Viereck,  fur  dessen  drittes 
Linienpaar  der  Doppelpunkt  der  konjugierte  Punkt  bezug- 
lich  der  2?(3)  zum  Punkt  SB2  ist.  Dieses  vollstandige  Vier- 
eck  artet  selbst  aus,  indem  das  dritte  Linienpaar  mit  dem 
Linienpaar,  dessen  Doppelpunkt  SB  ist,  zusammenfallt ;  also 
muB  auch  der  konjugierte  Punkt  zu  SB,  d.  h.  der  Punkt  SfiBx 
mit  2B2  zusammenfallen;  mithin  ist  die  Gerade  |  SB3BX  |  die 
Tangente  an  der  1?(3)  im  Punkte  SBU  wie  sie  die  Tangente 
der  6'(3)  im  Punkte  SB  ist.  Fur  die  Kurve  #(3)  ist  mithin 
der  Punkt  SB  gleichzeitig  der  Tangentialpunkt  und  der  kon- 
jugierte Punkt  zu  SBr  Wir  haben  nun  in  §  7,  5  gesehen, 
daB  ein  solcher  Punkt  einer  Kurve  dritter  Ordnung,  welcher 
der  Tangentialpunkt  seines  konjugierten  Punktes  ist,  ein 
Wendepunkt  der  Kurve  sein  muB.  Hieraus  folgt,  daB  der 
Punkt  SB  zugleich  ein  Wendepunkt  fur  die  Kurve  ff(3)  sein 
muB,  wie  er  schon  ein  Wendepunkt  fur  die  C(3)  ist;  also: 

Die  gegebene  C(3)  und  ihre  Hessesche  i?(3)  schnei- 
den  sich  in  solchen  neun  Punkten,  welche  fur  jede 
derselben  die  Wendepunkte  sind. 

Wir  konnen  die  Hessesche  Kurve  H^  wieder  als  eine 
gegebene  Cr1cs)  auffassen  und  dann  von  ihr  die  Hessesche  Kurve 
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suchen  u.  s.  f.,  dann  erhalten  wir  ein  gauzes  Biischel  von 
Kurven  dritter  Ordnung,  die  samtlich  dieselben  neun  Grund- 
punkte  haben  (§  11)  und  wir  schlieBen  hieraus: 

Alle  Kurven  dritter  Ordnung,  welche  durch  die 
neun  Wendepunkte  einer  C(8)  hindurchgehen,  haben 
diese  Punkte  selbst  zu  ihren  Wendepunkten. 

Wir  kommen  auf  ein  solches  Biiscliel  von  Kurven  dritter 
Ordnung,  welches  ein  syzygetisches  Biischel  genannt 
wird,  noch  bei  spaterer  Gelegenheit  zuriick. 


§  24.    Die  Polokoniken  von  den  Geraden  in  der  Ebene 
riicksichtlich  der  C(3\ 

1.  Wir  haben  gesehen,  da6  zu  jedem  Punkte  O  in  der 
Ebene  nicht  bloB  eine  konische  Polare  £l(2),  also  ein  Kegel- 
schnitt,  sondern  auch  eine  gerade  Polare  q,  namlich  die 
Polare  von  O  nach  C(2)  gehort. 

Suchen  wir  jetzt  zu  alien  Punkten  G  einer  Geraden  p 
den  von  ihren  geraden  Polaren  q  umhullten  Ort  auf.  Da 
die  zu  den  Punkten  D  der  Geraden  p  gehorigen  konischen 
Polaren  0(a),  wie  wir  wissen,  ein  Kegelschnittbuschel  bilden, 
welches  projektiv  ist  mit  der  von  Q,  beschriebenen  geraden 
Punktreihe  auf  dem  Trager  j9,  so  nehmen  wir  auf  p  die  Punkte 

Oj,    Q2;    ^3^ 

an,  bestimmen  die  konischen  Polaren  derselben 

af,  of,  of, . . . 

welche    einem    Kegelschnittbuschel    angehoren,    und   nennen 
die  Polare  von  Dx  nach  D^2'  die  gerade  Polare  qif 

Q  £1(2)  a 

)■)  V  »       *^3  M         *-*3  11  11  11  HS 

u.  s.  f. 

Ferner  wissen  wir,  daB  die  Polaren  irgend  eines  Punktes 

C  in  Bezug  auf  samtliche  Kegelschnitte  eines  Biischels  durch 

einen  festen  Punkt  q  laufen  und  ein  einfaches  Strahlbuschel 

beschreiben,    projektiv   mit   dem    Kegelschnittbuschel.     Wir 
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nennen  q    den   konjugierten   Punkt   zu  D   rucksichtlich   des 
Kegelschnittbiischels,    weil  Q  und  q  konjugierte  Punkte  fiir 
samtliche  Kegelschnitte  des  Biischels  sind.     Sei  also 
der  zu  Dx  riicksichtl.  des  Kegelschnittbiischels  konjug.  Punkt  qt, 

»      V    ~*j  »  v  p  »  v       "'2> 

n     v   ~^3  n  n  »  r>  n       "s 

u.  s.  f. 

Nennen  wir  ferner  den  Pol  der  Geraden  p 

rucksichtlich  des  Kegelschnitts  £iL     den  Punkt  p17 

r> (2)  h 

v  »  n  ^i         v  )t         rif 

Q(2)  n 

u.  s.  f., 
dann    erfiillen    die    samtlichen    Punkte    qn   q2,   q8,  ...    und 
Pi;  Pi)  p3>  •  •  •  einen  una"  denselben  Kegelschnitt 

den  Polarkegelschnitt  der  Geraden  p  rucksichtlich  des  Kegel- 
schnittbiischels der  konischen  Polaren.  Denn  nehmen  wir 
von  irgend  zwei  festgehaltenen  Punkten  Dt-  und  O*  der  Ge- 
raden p  die  Polaren  rucksichtlich  aller  Kegelschnitte  des 
Biischels,  so  erhalten  wir  zwei  projektive  Strahlbuschel  mit 
den  Mittelpunkten  q,-  und  q*,  weil  beide  Strahlbuschel  mit 
dem  Kegelschnittbuschel  projektiv  sind.  Der  Schnittpunkt 
zweier  entsprechender  Strahlen  dieser  beiden  projektiven 
Strahlbuschel  ist  aber  ein  Punkt  p,  der  Pol  von  p  =  |D,-D* 
in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  des  Biischels;  das  Erzeugnis 
der  beiden  projektiven  Strahlbuschel,  d.  h.  der  Ort  der  Punkte 
p  ist  ein  Kegelschnitt  p^\  welcher  selbst  durch  q,  und 
qt.  geht,  also  auch  durch  samtliche  Punkte  q1?  q2,  q3,  .  .  ., 
wodurch  die  vorige  Behauptung  erwiesen  ist. 

2.  Nehmen  wir  nun  von  einem  beliebigen  Punkte  O, 
der  Geraden  p  die  Polare  in  Bezug  auf  D*2),  irgend  einen 
Kegelschnitt  des  Biischels  der  konischen  Polaren,  so  muB 
dieselbe  durch  pk  gehen,  weil  D;  auf  p  liegt;  sie  muB  auch 
durch  q,  gehen,  weil  q,  der  konjugierte  Punkt  zu  O,  riick- 
sichtlich aller  Kegelschnitte  des  Biischels  ist,  also  ist  die 
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Polare  von  £X  nach  £^2)  die  Verbindungslinie  |  q,-p*|, 
und  insbesondere  ist  die 

Polare  von  D,-  nach  D((2)  die  Verbindungslinie  |  q,-p,-|. 
Da  aber  nach  unserm  Fundamentalsatze  die  Polare  von 
D;  nach  DA     identisch  ist  mit  der  Polare  von  O*  nach  £l^\ 
so  muB  .  . 

sein,   und    alle  vier  Punkte   miissen   auf  derselben  Geraden 

liegen;    sie  miissen  aber   auch,   wie  wir  gesehen  haben,  alle 

vier  auf  dem  Kegelschnitt  p^2)  liegen,  was  nicht  anders  mog- 

lich  ist,  als  wenn 

q,-  s=  p,- 

(\k~pk 

ist  (denn  solange  D,-  und  O*  verschieden  angenommene  Punkte 
sind,  kann  nicht  q,  mit  (\k  identisch  sein,  auch  nicht  p{  mit  pk). 

Dies  ergiebt  folgenden  Satz: 

Der  Pol  pi  der  Geraden  p  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt  Dr5  des  Biischels  der  konischen  Po- 
laren  fa  11 1  zusammen  mit  demjenigen  Punkt  q,-, 
welcher  der  konjugierte  Punkt  zu  O,-  ist  riicksicht- 
lich  des  Kegelschnittbuschels  (wahrend  D,1'.  die  ko- 
nische  Polare  zu  D,  ist). 

Da  allgemein  die  Polare  von  D,  nach  D^}  immer  die 
Gerade  |  qftyt|  ist  (oder  |  q*p«|),  wo  q(-  und  pk  beide  auf  dem 
Kegelschnitt  j?(2)  liegen,  so  wird,  wenn  wir  Q^  in  Q. 
ubergehen  lassen,  weil  alsdann  p,  mit  q(-  zusammenfallt,  die 
Gerade  |  pi  q,-  |  in  die  Tangente  am  Kegelschnitt  jjw  im 
Punkte  pi  oder  q,-  ubergehen  miissen,  und  wir  gelangen  zu 
dem  Resultat: 

Die  Polare  qt  eines  beliebigen  Punktes  O,-  der 
Geraden  p  in  Bezug  auf  die  zugehorige  konische 
Polare  D*2)  ist  die  Tangente  am  Kegelschnitt  p(%)  in 
demjenigen  Punkte  q,,  welcher  dem  Punkte  Ot  in 
Bezug  auf  das  Buschel  der  konischen  Polaren  kon- 
jugiert  ist  und  der  zusammenfallt  mit  dem  Pol  der 
Geraden  p  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  D|2). 
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Wir  schlieBen  hieraus: 

Die  geraden  Polaren  von  samtlichen  Punkten 
einer  geraden  Linie  p  umhiiUen  einen  Kegelschnitt 
p{2\  welcher  identisch  ist  mit  dem  Polarkegel- 
schnitt  der  Geraden  p  rticksichtlieh  des  Kegel- 
schnittbtischels,  gebildet  von  den  konischen  Polaren 
der  Punkte  von  p. 

Diesen  Kegelschnitt  p{2)  nennt  man  die  Polokonik 
der  Geraden  p,  weil  er  alle  Pole  der  Geraden  p  rucksicht- 
lich  des  Buschels  der  konischen  Polaren  enthalt.  Die  Polo- 
konik geht  daher  insbesondere  durch  die  Ecken  des  gemein- 
samen  Polardreiecks  fur  alle  Kegelschnitte  des  Buschels. 
Sie  geht  ferner  durch  die  beiden  besonderen  Punkte  der 
Geraden  p,  in  welchen  diese  von  zwei  Kegelschnitten  des 
Buschels  beruhrt  wird. 

3.  Bezeichnen  wir  die  beiden  Punkte,  in  welchen  die 
Gerade  p  von  ihrer  Polokonik  getroffen  wird,  durch 

C0  und  D0', 

so  muB  unter  den  Kegelschnitten  des  Buschels  von  konischen 
Polaren  einer  vorkommen,  fur  den  sQ0  und  p  Pol  und  Polare 
sind,  und  da  diese  incident  sind,  so  muB  er  in  Q0  die  p 
beruhren;  ein  zweiter  Kegelschnitt  des  Buschels  wird  in 
£l'0  die  p  beruhren.  Die  Polare  von  D0  in  Bezug  auf  den 
ersten  Kegelschnitt  ist  p  selbst,  in  Bezug  auf  den  zweiten 
Kegelschnitt  muB  sie  durch  den  Beruhrungspunkt  £l'q  gehen; 
der  Schnittpunkt  beider  ist  also  D,'0,  d.  h.  D0  und  D,'0  sind 
konjugierte  Punkte  in  Bezug  auf  das  Biischel  sanitlicher 
konischen  Polaren.  Da  nun  nach  dem  in  2.  bewiesenen 
Satze  der  zu  O0  konjugierte  Punkt  riicksichtlich  des  Buschels 
(d.  h.  der  Punkt  D,'0)  der  Pol  von  p  sein  muB  in  Bezug  auf 
die  konische  Polare  Dq2),  welche  zu  O0  gehort,  so  muB  der 
Kegelschnitt  des  Buschels,  welcher  p  in  D,J  beruhrt,  die 
konische  Polare  £l^}  sein,  also  haben  wir  das  Ergebnis: 

Wenn  die  Gerade  p  von  ihrer  Polokonik  p(2)  in 
den  beiden  Punkten  Q0  und  O^  getroffen  wird,  so 
beruhrt  die  konische  Polare  von  D0  die  Gerade  p  in 
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£Lq  und  die  konische  Polare  von  £},'  beriihrt  die  p 
in  £l0. 

Die  Eigenschaft,  welche  hier  bei  den  beiden  besonderen 
Punkten  D0  und  Q^  der  Polokonik  hervortritt,  n'amlich  daG 
ihre  konischen  Polaren  die  Gerade  p  beruhren,  gilt,  wie 
leicht  zu  selien  ist,  allgemein  von  jedem  Punkte  der  Polo- 
konik. 

Sei  n'amlich  q,  ein  beliebiger  Punkt  der  Polokonik,  nam- 
lich  der  konjugierte  Puakt  zu  sQ,  riicksichtlich  des  Biischels 
konischer  Polaren,  so  ist  q,  identisch  mit  p,-,  dem  Pol  von 
p  riicksichtlich  der  konischen  Polare  Q:2)  und  die  Tangente 
in  q,-(EEp,-)  ist  die  gerade  Polare  q,-  von  Q,-. 

Um  nun  von  dem  Punkte  q,  die  konische  Polare 

«r 

zu  ermitteln,  bemerken  wir,  daB  nach  dem  Fundamentalsatz 
die  Polare  von  Q,-  nach  q[  identisch  sein  niuB  mit  der 
Polare  von  q,-  nach  £l. ;  nun  ist  aber  q,  =  p,  und  die  Polare 
von  p.-  nach  D. )  ist  die  Gerade  p,  also  ist  p  auch  die  Polare 
von  D,-  nach  q|2).  Der  Kegelschnitt  q|J)  muB  aber  durch 
£l,  hindurchgehen,  weil  q,  auf  der  geraden  Polare  qt  liegt 
nach  dem  Satze  in  §  23,  l ,  folglich  muB p  die  Tangente  im  Punkt 
O;  fur  den  Kegelschnitt  q;.    sein,  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Die  konischen  Polaren  q*2)  samtlicher  Punkte  q, 
der  Polokonik  von  p  beruhren  diese  Gerade  p  in 
denjenigen  Punkten,  welche  zu  q,-  die  konjugierten 
sind  riicksichtlich  des  Biischels  konischer  Polaren 
£r.  ,  die  zu  den  Punkten  von  p  gehoren. 

Wir  konnen  uns  auch  so  ausdriicken: 

Die  Polokonik  der  Geraden  p  ist  der  Ort  aller 
derjenigen  Punkte,  deren  konische  Polaren  die 
Gerade  p  beruhren. 

4.  Schneidet  die  Gerade  p  die  (7<3)  in  den  drei  Punkten 
3t,  93,  ©,  und  sind  die  Tangenten  der  C(3)  in  diesen  Punkten 
tw,  t%,  ta,  so  bilden  diese  ein  Dreiseit  9I2;i8.;&2  (§21, l)  S.  171, 
welchem  die  Polokonik  p'2)  einbeschrieben  ist.  Die  drei 
Beriihrungspunkte    werden    die    konjugierten     Punkte     von 
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%,  93,  ©  sein  rucksichtlich  des  Biischels  der  konischen  Polaren 
von  p,  also  diejenigen  Punkte,  welche  in  §  21,  l  mit  a,  b,  c 
bezeichnet  wurden,  d.  h.  die  vierten  harmonischen  Punkte 
zu  51, 93,  £  zugeordnet  rucksichtlich  je  zweier  Ecken  des 
Dreiseits  t^t^ta. 

Insbesondere  ist  daher  die  Polokonik  von  g^  derjenige 
Kegelschnitt,  welcher  die  Seiten  des  von  den  drei  Asyni- 
ptoten  der  C(3)  gebildeten  Dreiseits  in  ihren  Mitten  beriihrt. 

Nehmen  wir  eine  beliebige  Gerade  g  in  der  Ebene  und 
ihre  Polokonik  g{2\  auBerdem  einen  beliebigen  Punkt  SJS  und 
seine  konische  Polare  ^5(2),  und  moge  die  Gerade  g  den 
Kegelschnitt  ^8(2)  in  den  Punkten 

D  und  D' 

treffen,  so  nmssen  nach  §  21,  l  die  geraden  Polaren  q  und 
q'  der  Punkte  D  und  O'  durch  den  Punkt  ^S  gehen;  diese 
geraden  Polaren  sind  aber  Tangenten  der  Polokonik  g{'2), 
also  sehen  wir: 

Das  Tangentenpaar  aus  irgend  einem  Punkte  ^ 
an  eine  beliebige  Polokonik  #(2)  ist  ein  Paar  von 
geraden  Polaren  derjenigen  beiden  Punkte,  in  wel- 
chen  die  Gerade  g  die  konische  Polare  $f§(2)  schneidet. 

Fallen  insbesondere  die  beiden  Punkte  D  =  0/  zusammen, 
so  nitissen  auch  q  =  q'  zusammenfallen,  also  sehen  wir: 

Beriihrt  eine  Gerade  g  irgend  eine  konische 
Polare  ^5(2)  in  %,  so  geht  die  Polokonik  #(2)  durch 
den  Punkt  ^S,  dessen  konische  Polare  ^3(2)  ist,  und 
die  Tangente  t  der  Polokonik  in  ^5  ist  die  gerade 
Polare  des  Beruhrungspunktes  %. 

5.  Zerfallt  insbesondere  die  konische  Polare  D(2)  eines 
Punktes  Q  in  ein  Linienpaar  [IV]  =  0(2),  dessen  Doppel- 
punkt  q  sei,  sodaB  also  D  und  q  konjugierte  Punkte  der 
Hesseschen  Kurve  HlS)  sind  (§  23,4,5),  und  nehmen  wir 
fur  die  vorhin  g  genannte  Gerade  eine  der  beiden  I,  V,  z.  B. 
I,  so  wird  I  eine  Tangente  der  konischen  Polare  \IV~\  =  0(2) 
sein,  deren  Beruhrungspunkt  unbestimmt  wird,  namlich 
jeder   Punkt  von  I   sein   kann.      Die  Polokonik    von  I  muB 
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aber  durch  0  gehen  und  die  geraden  Polaren  aller  Punkte 
von  I  miissen  in  O  die  Polokonik  Z(2)  beriihren.  Dies  ist 
nicht  anders  moglich,  als  wenn  Z(2)  selbst  in  ein  Linienpaar 
zerfallt,  dessen  Doppelpunkt  jQ  ist,  also: 

Wenn  eine  konische  Polare  0(2)  in  ein  Linien- 
paar /?x  ausartet,  so  sind  die  Polokoniken  Z(2),  I™ 
dieser  beiden  Geraden  selbst  Linienpaare  mit  dem 
gemeinsamen  Doppelpunkt  D,  dessen  konische  Po- 
lare [/£J  ist. 

Aber  auch  umgekehrt,  wenn  die  Polokonik  einer  Ge- 
raden I  in  ein  Linienpaar  ausartet,  dessen  Doppelpunkt  Q 
ist,  so  miissen  die  geraden  Polaren  aller  Punkte  von  I  Tan- 
genten  der  Polokonik  sein,  also  alle  durch  D  gehen,  folglich 
inuB  auch  nach  §  23,  l  die  konische  Polare  von  Q,  durch 
alle  Punkte  von  I  gehen,  d.  h.  selbst  in  ein  Linienpaar  zer- 
fallen,  dessen  einer  Teil  I  ist.     Wir  schlieBen  also: 

Alle  in  Linienpaare  ausartenden  Polokoniken 
haben  ihre  Doppelpunkte  auf  der  Hesseschen  Kurve 
Hi3)  der  gegebenen  C(3). 

Wir  bemerken  schlieBlich  noch,  daB  die  Polokonik 
<7(2)  einer  Geraden  g,  welche  der  C(3)  in  den  Punkten  SI,  93, 
(5  begegnet,  durch  die  beiden  Doppelpunkte  O0  und  £l'0  der- 
jenigen  Punktinvolution  auf  g  hindurchgeht,  welche  durch 
die  Punktepaare  ^  ^  ^ 

bestimmt  wird  (§  21,  3),  die  mit  SI,  93,  ©  ein  aquianharnio- 
nisches  System  bilden  (s.  d.).  Also  sind  £l0D>'Q  konjugiert- 
imaginar,  sobald  St,  93,  ©  alle  drei  reell  sind,  dagegen  reell, 
sobald  einer  der  drei  Punkte  SI,  93,  ©  reell  ist  und  die  beiden 
andern  konjugiert-imaginar  sind. 

§  25.    Der  die  konische  Polare  begleitende 
Kegelschnitt. 

1.  Wir  haben  in  §  22,  4  gesehen,  daB  aus  einem  Punkt 
ty  in  der  Ebene  im  allgemeinen  sechs  Tangenten  an  die 
£(3)  gehen,  deren  Beruhrungspunkte  auf  einem  Kegelschnitt, 
der  konischen  Polare  ^5(2)  des  Punktes  ^5,  liegen. 
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Eine  solche  Tangente  aus  ?$,  welche  in  j£  beriihrt, 
muB  der  C(3)  noch  in  einem  dritten  Punkte  ©  begegnen  und 
dieser  dritte  Schnittpunkt  ©  kann  auf  folgende  Weise  er- 
mittelt  werden: 

Die  konische  Polare  von  ©  muB  bekanntlich  durch  © 
und  durch  %  gehen,  weil  auch  |  <B%  |  in  %  die  C(3)  beriihrt. 
Nennen  wir  diesen  Kegelschnitt  ©(2),  so  lnuB  nach  dem 
Fundamentalsatze  die  Polare  von  ^5  nach  @,2)  identisch  sein 
mit  der  Polare  von  ©  nach  ^5(2);  nennen  wir  den  Schnitt- 
punkt dieser  Polare  mit  dem  Strahle  |  ^©jT  |  den  Punkt  J, 
so  ist  er  durch  die  Bedingung  bestimmt 

(£©$r)  =  -l; 
da   nun  auch  die  Polare  von  ©  nach  ^(2)   durch   £  gehen 
muB  und  ^§(2)  durch  %  geht,  auBerdem  aber  noch  in  einem 
zweiten  Punkt  %'  von  dem  Strahle  |  ^S©X  |  getroffen  wird, 
so  muB  auch 

(££'©?)  -  -  1 
sein.     Hieraus  folgt  aber 

(X©£'j)  =  2, 
und  da 

CE®E$)--1, 
so  folgt 

($©#$)- -2, 
also 

(££'©$)  =  3, 

Durch  diese  Bedingung  ist  der  Punkt  ©  vollstandig 
bestimmt,  denn  ^  ist  gegeben,  %  und  %'  sind  die  beiden 
Schnittpunkte  der  konischen  Polare  ^S(2)  mit  dem  Beruhrungs- 
strahl  |  ^5X  |  und  ©  ist  der  dritte  Schnittpunkt  desselben 
mit  der  G'<3>. 

2.  Der  Punkt  ©  ist  nichts  anderes,  als  der  zu  %  zu- 
gehorige  Tangentialpunkt.  Nun  gehen  aus  S$  im  allgemeinen 
sechs  Tangenten  an  die  C(3)  und  ihre  sechs  Beriihrungs- 
punkte  %  haben  daher  auch  sechs  Tangentialpunkte  ©. 
Wir  konnen  aber  anstatt  der  sechs  Beriihrungspunkte  % 
auf  der  konischen  Polare  ^(2)  samtliche  Punkte    derselben 
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ins  Auge  fassen  und  auf  dem  urn  den  festgehaltenen  Puukt 
^S  gedrehten  Strahle  |  *$%  |  allemal  eirien  zugehorigen  Punkt 
©  aus  der  obigen  Bedingung  konstruieren.  Dann  wird,  da 
der  Strahl  |  ?$%  |  noch  einen  zweiten  Punkt  %'  der  konischen 
Polare  enthalt,  auf  ihm  auch  noch  ein  zweiter  Punkt  ©' 
sich  vorfinden,  der  durch  die  Bedingung  bestimmt  wird 

oder 

(X£'$©')=3, 

und  der  gesamte  Ort  der  Punkte  @,  © '  wird  offenbar  die  Eigen- 
schaft  haben,  durch  die  sechs  Tangentialpunkte  der  sechs 
Beriihrungspunkte  von  den  Tangenten  aus  ty  an  die  C;!) 
hindurchzugehen.  Es  wird  sich  zeigen,  daB  dieser  Ort  ein 
neuer  Kegel  schnitt  ist,  welcher  der  begleitende  Kegel - 
schnitt  dei  konischen  Polare  $(2)  genannt  wird  und  zu 
diesem  in  naher  Beziehung  steht. 

Aus   den  beiden  Bedingungen,  durch  welche  ©  und  ©' 
gefunden  werden,  ergiebt  sich 

daher  bestimmen  die  beiden  Punktepaare 

%%'  und  ©@' 

eine  Puoktinvolution,  von  welcher  ^5  ein  Doppelpunkt  sein 
muB;  der  andere  Doppelpunkt  dieser  hyperbolischen  Punkt- 
involution  heiBe  p  und  liegt  daher  auf  der  Polare  von  ^5 
nach  tyv\  weil 

(££'$»)  = -1, 

(©@'^p)  =  -l 

sein  muB.  Wenn  daher  der  Ort  der  Punkte  ©,  ©',  wie  wir 
sogleich  sehen  werden,  ein  Kegelschnitt  ist,  so  mussen 
fur  ihn  SJ3  und  p  konjugierte  Punkte  sein,  ebenso  wie  fur 
die  konische  Polare  ^$(2).  Von  dieser  Bemerkung  werden 
wir  spater  Gebrauch  machen. 

3.  Wir  stehen  also  jetzt  vor  der  Aufgabe: 
Es  sind  ein  Punkt  ty  und  ein  Kegelschnitt  ^(2)  gegeben; 
auf  jedem    durch  ty    gezogenen  Strahle,    welcher  in  %  und 


§  25.   Der  die  konische  Polare  begleitende  Kegelschnitt.         207 

%'  dem  Kegelschnitt  begegnet,  werden  die  Punkte  @  und 
<S'  durch  die  Bedingungen 

(£'£$©')  =    3 

bestimmt;  es  soil  der  Ort  der  Punkte  <&,  ©'  ermittelt 
werden  bei  Drehung  des  Strahles  urn  9$. 

Zur  Auflosung  ziehen  wir  durch  S$  einen  festen  Strahl, 
welcher  $P  (2)  in  den  Punkten  %Q ,  %q  ,  treife,  und  bestimmen  die 
Punkte  ©0<S,J  durch  die  Bedingungen 

dann  inussen  sich  wegen  der  Gleichheit  der  Doppelverhaltnisse 

\%0z\,  \%i%'i  |@0@| 

in  einem  Punkte  £  schneiden,  welcher  offenbar  auf  der 
Polare  p  des  Punktes  S$  riicksichtlich  ^?(2)  liegt.  Mit  der 
von  dem  Punkte 

beschriebenen  geraden  Punktreihe  auf  p  liegt  nun  perspektiv 
das  Strahlbiisehel,  welches  der  Strahl  |  <S0@  |  bei  der  Drehung 
um  den  festen  Punkt  @0  beschreibt. 

Aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhaltnisse 

(£J£o$©(0  =  (££'$©) 
folgt  aber  auch,  daB  sich  die  drei  Strahlen 

I SJS  I,  I  So*' I,  |©J@| 
in  einem  Punkte  schneiden,  und  dieser  Schnittpunkt 

t)  =  (%l%,  %0%') 
beschreibt   ebenfalls    eine   gerade  Punktreihe    auf   derselben 
Geraden  p,  der  Polare  von  ^3  nach  9$(2K    Mit  dieser  Punkt- 
reihe liegt  das   von  |  @„<S  |  beschriebene  Strahlbiisehel  per- 
spektiv bei  der  Drehung  um  den  festen  Punkt  ©„. 

Die  beiden  von  j  und  t)  auf  demselben  Triiger  p  be- 
schriebenen Punktreihen  sind  nun  s'elbst  projektiv  (und 
involutorisch  liegend),  weil  £  und  t)  konjugierte  Punkte  sind 
riicksichtlich   des   Kegelscbnitts  ^B(2)  und   mit   ^   zusammen 
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allemal  ein  Tripel  konjugierter  Punkte  (Polardreieck)  fur 
$P(2)  bilden;  folglich  sind  aucli  die  von  den  Strahlen 

|  @0©  |  und  |  ©;©  | 

beschriebenen  Strahlbiischel  projektiv,  und  der  Ort  von  © 
ist  daher  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Mittelpunkte 
©0,  S'0  der  beiden  erzeugenden  Strahlbiischel  selbst  hindurch- 
geht.     In  gleicher  Weise  sehen  wir,  dafi  auch 

]  ©0©'  |  und  |  @J@'  | 

zwei  projektive  Strahlbiischel  beschreiben,  also  einen  Kegel- 
schnitt  erzeugen,  den  der  Punkt  ©'  durchlauft.  Wir  er- 
kennen  aber  auch  leicht,  daB  diese  beiden  Kegelschnitte 
identisch  sind.  Denn  wegen  der  Gleichheit  der  Doppel- 
verhaltnisse 

liegt  der  Punkt  J  auch  auf  dem  Strahle  j  ©„©'  |,  und  wegen 
der  Gleichheit 

(X0£^@0)  =  (X'X$©') 

liegt  der  Punkt  t)  auch  auf  dem  Strahle  |  @0©'  |;  da  hiernach 

(@0@,  ©;,©')  -  i, 
(@;@,  @0©')  =  t) 

ist,  so  folgt 

(©o£?  ®;9)  =  @, 

(©„$,  ©i  j)  -  ©'• 

Wegen  der  involutorischen  Lage  der  beiden  von  j  und 
t)  beschriebenen  projektiven  Punktreihen  aufjp  sind  die  Punkte 
j  und  t)  vertauschbar,  also  sind  die  von  ©  und  ©'  be- 
schriebenen Orte  identisch. 

Dies  ist  denn  auch  von  vornherein  ersichtlich,  weil  aus 
den  beiden  Bedingungen 

(££'$©)  =  !-, 

(gg'®'ff)--S- 

folgt 

(%%'B'e)  -=  i- 

oder 

(XX'©©')  =  9. 
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Weil  nun  die  beiden  Punkte  %,%'  die  Schnittpunkte 
des  durch  ^5  gezogenen  Strahles  mit  der  konischen  Polare 
sind  und  durch  Vertauschung  derselben  nur  @  in  ©'  uber- 
geht  oder  umgekehrt,  rniissen  auch  @  und  ©'  denselben 
Kegelschnitt  durchlaufen. 

Fur  diesen  Kegelschnitt  <S(2)  ist  das  Dreieck  ^Sgt)  ein 
Polardreieck  (selbstkonjugiertes  Dreieck)  ebenso  wie  fur  den 
Kegelschnitt  S$(2\  und  da  £  und  t)  sich  auf  der  festen  Ge- 
raden  p  bewegen  und  eine  Punktinvolution  beschreiben,  die 
beiden  Kegelschnitten  gemeinschaftlich  zugehort,  so  sehen 
wir,  da8  die  beiden  Kegelschnitte  @(2)  und  ^2)  eine 
doppelte  Bertihrung  haben,  indem  fiir  sie  gleichzeitig  ty 
und  p  Pol  und  Polare  sind  und  die  ihnen  zugehorigen  Punkt- 
und  Strahleninvolutionen  zusammenfallen.  Wir  konnen  so- 
roit  als  Resultat  der  vorigen  Untersuchung  den  Satz  aus- 
sprechen: 

Aus  einem  Punkte  ^  in  der  Ebene  gehen  im  all- 
genieinen  sechs  Tangenten  an  die  C(3),  deren  Be- 
riihrungspunkte  auf  einem  Kegelschnitt  ^(2),  der 
konischen  Polare  von  S$,  liegen.  Jede  dieser  sechs 
Tangenten  schneidet  die  6T(3)  noch  in  einem  dritten 
Punkte;  diese  sechs  dritten  Punkte  liegen  auf  einem 
neuen  Kegelschnitt  @(2),  welcher  der  begleitende 
Kegelschnitt  der  konischen  Polare  heiBt.  Die  ko- 
nische Polare  ^(2)  und  ihr  begleitender  Kegelschnitt 
<S(2)  haben  eine  doppelte  Beruhrung,  indem  fiir  beide 
der  Punkt  S$  und  seine  Polare  p  riicksichtlich  ^5(2) 
oder  <S(2)  dieselben  sind,  sowie  die  den  Tragern  p 
und  ^3  zugehorigen  Punkt-  und  Strahleninvolutionen 
riicksichtlich  beider  Kegelschnitte  zusammenfallen.* 

Ist  %  ein  Beriihrungspunkt  einer  aus  $JS  an  die  (7(3) 
gelegten  Tangente    und    @    der   Tangentialpunkt   derselben, 


*  Andere  Beweise  dieses  Satzes  sind  gegeben  worden  von 
R.  Slawyk:   „Die  Polareigenschaften  der  allgemeinen  ebenen  Kurve 

dritter  Ordnung."    Inaug.-Diss.    Breslau  1872. 
A.  Milinowski:   ,,Zur  Polarentheorie  der  Kurven  und  Flachen  dritter 

Ordnung."  Borchardts  Journ.  f.  Mathematik.  Bd.  89  S.  136  flg. 

SchrSter,  Theorie  dor  ebenen  Kurven  3.  Ordn.  14 
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ferner  %'  der  zweite  Schnittpunkt  des  Strahles  |  ?$%  |  in  it 
der  konischen  Polare,  so  wird  der  Punkt  ©  durch  die  Be- 
dingung  gefunden 

Der  Strahl  |  <>$%  j  schneidet  den  begleitenden  Kegel  - 
schnitt  <S(2)  noch  in  einem  zweiten  Punkt,  und  fur  jeden 
durch  ^3  gehenden  Strahl  beh'alt  das  Doppelverhaltnis 

den  von  $f$  unabhangigen  konstanten  Wert  9,  welcher  aus- 
sagt,  da8  die  Punkte  %,  %'  nienials  durch  die  Punkte  @, 
@'  getrennt  werden,  weil  jener  Wert  positiv  ist,  wie  dies 
auch  aus  der  Natur  zweier  sich  doppelt  beruhrender  Kegel- 
schnitte  hervorgeht. 

Aus  der  Bedingung 

folgt,  daG  wenn  s$  ein  solcher  besonderer,  der  Hesseschen 
Kurve  17(3)  angehorender  Punkt  ist,  daG  seine  konische  Po- 
lare  $$(2)  in  ein  Linienpaar  ausartet,  dann  auch  sein  be- 
gleitender  Kegelschnitt  <3(2)  in  ein  Linienpaar  ausarten  wird, 
welches  mit  dem  vorigen  denselben  Doppelpunkt  haben  muG. 
Diese  beiden  Linienpaare  liefern  ein  Doppelverhaltnis,  welches 
den  konstanten  Wert  9  besitzt. 


§  26.    Metrische  Beziehungen. 

1.  Wenn  man  durch  einen  Punkt  ^5  in  der  Ebene  der 
C1(3)  eine  Gerade  g  zieht,  welche  der  Kurve  in  den  Punkten 

21,  93,  (5 

begegnet,  so  gehoren  die  konischen  Polaren  der  vier  Punkte 
^,  21,  93,  (5,  namlich 

tyv\  2l<2),  93(2>,  ©<2> 

einem  Kegelschnittbuschel  an,  welches  mit  der  von  ?$,  21, 
93,  ©  gebildeten  geraden  Punktreihe  auf  dem  Trager  g  pro- 
jektiv  ist  (§  23,  3). 
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Nach  unserni  Fundamentalsatz  ist  nun  die  Polare 
von  $J3  nach  3l(2)  identisch  mit  der  Polare  von  %  nach  SJS(2), 

nehmen  wir  noch  die  Polare  von  ^5  nach  ^(2^  hinzu  und 
nennen  die  Durchschnittspunkte  dieser  vier  Polaren  mit  der 
Geraden  g  bez. 

P,  a,  &,  c, 
so  lassen  sich  dieselben  in  einfacher  Weise  ermitteln  durch 
die  Doppelverhaltnisse 

(»<£««,)--!,     (©«»»!) --1,     («»CCi)--l, 

(««Jo)--l,    (8323^0)  =  -1,    (StE^c)--!, 

und  wir  haben,  weil  die  Polaren  von  5(,  S3,  (S,  ^5  nach  ^S(2) 

ein  Strahlbuschel  bilden,  welches  mit  der  Punktreihe  §153(£$|$ 

projektiv  ist, 

(raesp)  -(aBcp). 

Aus  den  sechs  vorigen  harmonischen  Beziehungen  folgen 
drei  hyperbolische  Involutionen  mit  den  Punktepaaren 

(  ««,  «!«!,  S3©,  <pa, 
©e,  c^,  ass,  *JSc, 

und  aus  diesen  die  gleichen  Doppelverhaltnisse 

(a33e^)  =  (a©33o), 

(2l33©^)==(93a©c), 
und  hieraus 

(TO23a)  =  (&932Ib)  -  (»a(Sc), 
(a93©a)  =  (£H®b)  =  (®<E«c). 

Aus  den  beiden  Gleichheiten 

(Sl93ea)  =  (2ieb93), 

ergiebt  sich 

(a33ca)  =  (a©ba) 

-(ab<S«), 

folglich  gehoren  die  Punktepaare 

14* 
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%a,  93b,  (Sc 

einer  Involution  an,  und  weil 

(2I93(£$)  =  (abc») 

ist,   gehort  auch  das  Punktepaar  ?$p   derselben  an,  also  die 
vier  Punktepaare         ^  ^  ^  $p 

gehoren  einer  und  derselben  Involution  an. 

[Es   treten  auch  noch  andere  Involutionen  hinzu,  naui- 
lich  aus 

(21  (S  53a)  =  (TOcS)  =  (ab(Sc)  =  (bac(S) 

folgt,  daS  die  drei  Punktepaare 

Stb,  93c,  (So 
einer  Involution  angehoren;  und  aus 

(SI  (593a)  =  (93  (SbSt)  =  (bc$a)  =  (cba93) 
folgt,  daB  die  drei  Punktepaare 

Sic,  93a,  (Sb 
ebenfalls  einer  Punktinvolution  angehoren.] 

2.  Ob  die  Involution,  deren  vier  Punktepaare 

Sla,  93b,  <£c,  $$ 

sind,    eine  hyperbolische  oder    elliptische  ist,    dariiber   ent- 

scheidet   der   positive    oder   negative    Wert    des    Doppelver- 

h'altnisses  /af    „*. 

(2la93b), 

welchen  wir  ermitteln  wollen. 

Da       («®(5b)-((5»a?p)-||.|| 

und  SI9B    &93 

folgt  durch  Multiplikation 

^    ^     j  S1932.(S^2 

Und         rw  mfl       %93*.  £*P2  +  %*E  .  93SJ3 .  (SSt .  (£93 

der  Ausdruck  im  Zahler  rechts  lafit  folgende  Umformung  zu: 
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5(932.  ©$2  +  (3195  +  93$)  93$ .  6 St .  ©93, 

5(932.  ©$2  +  93$2.  ©5(  .  ©93  +  33$  .  3193  .  ©5(  .  ©93, 

5(932.  ©$2  +  93$2.  ©51  (©51  +  5193)  +  93$  .  5193  .  ©51 .  ©93, 

5(932.  ©$2  +  ©5P.  93$2  +  93$  .  ©51 .  5193  (93$  +  ©93), 

51932.  ©$2+  ©5l2.  93$2+  93$  .  ©$  .  ©51 .  5193, 

(5(93  .  $©  +  ©5( .  $93)2-  $©  .  $93  .  5(93  .  ©51 

oder,  da  identisch 

5(93  .  $©  +  93©  .  $5t  +  ©5( .  $93  =  0, 
ist 

93©2.  5($2-  93$  .  ©$  .  ©5( .  5(93; 

dieser    Ausdruck    zu    dem    vorletzten    hinzugeftigt   und   die 
halbe  Summe  beider  genommen  erhalten  wir 

i  (5(932.  $©2  +  93©2.  $5(2+  ©5(2.  $932), 
mithin    wird    der    Wert    des    Doppelverhaltnisses    der    sym- 
metrisclie  Ausdruck 

,  5(932.  $©2+  93©2.  $5(2+  ©5(2.  $932 
(^la-oDj  —  ,  5(932.$©'{ 

und    als    Summe    von    lauter  Quadraten  ein  positiver.     Wir 
erhalten  in  gleicher  Weise 

_    ,  93©2.  $5(2+  ©5(2.  $932  +  5(932.  $©2 
(-odLc)      8  93©2.$5(2 

^      .  ,  ©5(2.  $932  +  5(932.  $©2+  93©2.  $5(2 
(Lc4ct)— 2  ©5(2.$932 

woraus  die  Beziehung  zwischen  den  drei  Doppelve  rhaltnissen 
entspringt 

(5(ab93)  +  (93bc©)  +  (©ca5()  -  2. 

Das  Resultat  der  Rechnung  ist  also,  daS  die  Involution 
deren  Punktepaare 

51q,  93b,  ©c,  $p 

sind,  eine  hyperbolische  ist. 

Wir  bemerken  noch,  weil,  wie   wir  oben  (1.)  gesehen 
haben,  auch  die  Punktepaare 

5(c,  93a,  ©b 
einer  Involution  angehoren,  also 
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(c6a2()  =  (^b93c) 
ist  und  positiv  sein  muB,  daB  die  Involution,  deren  Punkte- 
paare 

2lc,  93a,  6b 

sind,  ebenfalls  eine  hyperbolische  ist;  und  aus  der  Gleichheit 

(b93c6)  =  (2tc93a) 
folgt  endlich,  daB  auch  die  Involution,  deren  Punktepaare 

%b,  93c,  ©a 
sind,  eine  hyperbolische  sein  muB. 
Auch  bemerken  wir,  weil 

(21936^)  =  (abcp) 
und 

(21936$)  =  (21693a)  =  (acb$) 
ist,  daB 

(abcp)  =  (acb2l) 
sein  muB,  ebenso 

(bcap)  -  (BacSB), 
(cabp)  —  (cba6); 
wir  erhalten   hieraus  drei  neue  hyperbolische  Involutionen, 
deren  Punktepaare  sind 

aa,  be,  &21, 

II.  U,  ca,  »93, 

cc,  ab,  p6, 

welche  den  Involutionen  1.  (in  1.)  gegeniiberstehen. 

3.  Aus  alien  diesen  Involutionen  gehen  nun  eine  Menge 
metrischer  Beziehungen  hervor,  zu  denen  wir  gelangen  aus 
den  bekannten  metrischen  Beziehungen  harmonischer  Ele- 
mente. 

Es  folgt  zunachst  aus  den  Involutionen  I.  in  (1.) 


i) 


1    +Jj,_JU-Jr. 


2T2lx     3193  r  216     21$^  su] 

1  +i-UL+ 


932^      936  '  932t      93?^  Sb 


66x      621  *  693      6$^  6c 
woraus  durch  Addition  folgt 


2) 


3) 


§26. 

1 


1 


Metriscbe  Beziehungen. 
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^2t  +  $©^(£ 


1  +A.  +  JL 


multiplizieren    wir    die  Gleichungen   1)  der  Reihe    nach  mit 
%ty,  %$?$,  ©^5  und  addiereu  sie  dann,  so  folgt 


oder 

4) 


S_5  +  Ia  +  ©b  *  (Ec' 


5) 

Aus 

den  Involutionen  II.  in  2.  ergiebt  sich  in  gleicher 

Weise 

f  i  ,  l_  Li1', 

ab      ac      op      a%' 

6) 

- 

1  4-1        l   4-1 
bc^ba      bp  +  b©' 

ca      cb      cp       c© 

woraus  durch 

Addition  folgt 

7) 

fe* 

1    4-    X           1     4-     X     4-     X 

pb"%c      a^b©"1-^' 

woraus  in  Verbindung  mit  3)  sich  die  Beziehung  ergiebt 

si  -J-  +  -1- 4-   x    -I-lI  +  I 

^«"t"¥®      ^'®      ap  +  bp^cp' 

multiplizieren  wir  aber  die  Beziehungen  6)   der  Reihe  nach 

mit  dp,  bp,  cp  und  addieren  sie  dann,  so  folgt 

oder 


3  +  ^  +  ^+^f, 


£P 

c(S 


9) 
10) 


Sip      ©p      ffip  _ 
Ha  +  93b  +  6c  ~~ 
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Multiplizieren  wir  die  Gleichungen  1)  bez  mit  5(p,  23  p7 
Sp,  und  addieren  sie  dann,  so  folgt  nach  10) 

also  auch 

12)  J_  +  JL  +  _i_    3_. 

multiplizieren  wir  dagegen  die  Gleichungen  6)  bez.  mit  aty, 
b^jS,  c$$  und  addieren  sie,  so  folgt  in  gleicher  Weise 

Q$         b$         C?P 

;  ap       bp       cp 

also 

14)  ±  +  ±  +  l  =  A. 

;  pa^pb^pc      p^5 

Da  der  Punkt  p  auf  der  Polare  des  Punktes  ^  riiek- 
sichtlich  seiner  konischen  Polare  $|3(2)  liegt,  d.  h.  auf  der 
geraden  Polare  p  des  Punktes  ty  rucksichtlich  der  C(3),  so 
konnen  wir  die  Punkte  der  geraden  Polare  p  von  ^§  direkt 
dureh  folgende  metrische  Beziehung  bestimmen: 

Drebt  man  um  einen  Punkt  ty  in  der  Ebene  der 
C(3)  einen  Strahl,  welcher  der  C(3)  in  den  drei  Punkten 
9t,  93,  (S  begegnet  und  bestimmt  auf  diesem  Strable 
allemal  einen  Punkt  p  durcb  die  Bedingung 

3    =    -1     +     L  +     1 

f  p      $%  *  $93  +  $©' 

so  ist  der  Ort  des  Punktes  p  eine  gerade  Linie, 
n'amlich  die  gerade  Polare  des  Punktes  ^3  rucksicht- 
lich der  C(3),  oder  die  gewohnliche  Polare  des  Punktes 
^  rucksichtlich  seiner  konischen  Polare  S$W. 

4.  Schneidet  die  konische  Polare  ^5(2)  des  Punktes  ty 
rucksichtlich  der  C<8>  den  Strahl  g  =  |  ^2193(5  |  in  den  Punkten 

D  und  Qx, 

so  gilt  fur  den  Schnittpunkt  p  der  geraden  Polare  von  ^ 
nach  $($(2'  bekanntlich  die  harmonische  Beziehung 
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2  *    +     * 


(von  welch  er  die  oben  gefundene  Beziehung  eine  unmittel- 
bare  Erweiterung  far  die  C(3)  ist). 

Wir  haben  nach  dem  vorigen  Resultat 

Wenn  wir  noch  das  Produkt 

1 

kennten,  so  hatten  wir  zwei  GroBen  (Summe  und  Produkt), 
durch  welche  die  Punkte  D  und  £il  vermittelst  einer  quadra- 
tischen  Gleichung  zu  ermitteln  waren.     Da  nun  durch 

der  Punkt  p  bereits  bekannt  ist,  so  brauchen  wir  nur  die 
Grosse  -}-($D  +  ^GJ  -  $m, 

wo  m  die  Mitte  zwischen  ODx  bedeutet,   zu   ermitteln,   urn 
auch  das  gesuchte  Produkt  zu  erhalten.    Der  Punkt  m  kann 
aber  auf  folgende  Weise  gefunden  werden: 
Die  vier  konischen  Polaren 

2l(%  %v\  (£<2),  $<*> 
schneiden  die  Gerade  g  in  den  Punktepaaren 

««„  »»!,  (Stt,,  DDX 
und  gehoren  einem  Kegelschnittbuschel  an,  folglich  diese 
Punktepaare  einer  Punktinvolution.  Nehmen  wir  von  dem 
unendlich  entfernten  Punkte  Sp^  die  Polaren  rucksichtlich 
der  vier  Kegelschnitte  9l(2),  93(2>,  ©(2),  $p<2>,  so  schneiden  die- 
selben  die  Gerade  g  in  den  vier  Mitten  der  Strecken  3l3l0 
S993j,  6©!,  001;  und  bezeichnen  wir  diese  vier  Punkte 

Q0  die  Mitte  zwischen  StSln 

b  9358 

U0       }1  )}  ))  OOif 

m    „       „  „        ODj, 
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so  miissen  sie  projektiv  entsprechen  den  Punkten  51,  33,  (£-,  ^; 

d-k  (««<£$)  =  (a0bocom): 

dadurch  wird  tn  vollstandig  bestimmt. 

Wir  haben  also  in  den  hyperbolischen  Involutionen  die 
Punktepaare 

|  a«,  «,«,,  SB®,  ^a0, 
I.  9993,  93^,,  ©ST,  ^b,, 

und    diese    Involutionen   sind    dieselben   wie   in   (1.)  S.  211. 
Hieraus   folgt   die   Gleichheit   der  Doppelverhaltnisse 

(*»<£¥,)  =  («6®ao), 
(*»<£$.)  =  (C»«b0), 

also 

(TO93a0)  =  (£93ab0)  =  (®«<Ec0). 

Aus  den  beiden  Gleichheiten 

(«8(5oo)  =  (CT93b0)  =  (a(Sb093) 

(5t93c0e)  =  (aeBao) 

folgt  durch  Multiplikation 

(5l93c0a0)  =  (5teb0a0)  =  (a0b0(S2(), 
mithin  gehoren  die  Punktepaare 

«Oo,  93b0,  £c0 
einer  Involution  an,  und  in  dieser  Involution  ist  wegen  der 
Projektiyitat  {mm)  _  ^^ 

auch  ^5  und  m  ein  Paar  konjugierter  Punkte. 

Nennen  wir  in  dieser  Involution  den  dem  unendlich 
entfernten  Punkte  ty^  entsprechenden  Punkt,  d.  h.  den 
Mittelpunkt  dieser  Involution  D,  so  haben  wir  die  fiinf 
Punktepaare  derselben 

^a0,  93 b0,  Gc0,  $.0,  $m, 
und  nach  bekannten  involutorischen  Eigenschaften 
D«. Otto -D».OB0- 0(5. DCo-D^.Om. 
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Aus  den  Involutionen  I.  folgt 

aus  der  letzten  Involution  aber 

(«»<£¥„)-  (a0B0c0D);     (3l©S3a0)  -  (a0c0b05t), 

folglich  ist  auch 

(a060c0O)  -  (a0c0b05t), 

rnithin  gehoren  die  drei  Punktepaare 

a0Oo,  Vo;  ^^ 
einer   neuen  hyperbolischen  Involution  an,   und  in  gleicher 
Weise  finden  wir  die  drei  Punktepaare  der  drei  Involutionen 

|  Mo,  Vo,  ®%> 

II.  b0b0,  c0a0,  035, 

I  c0c0,  a06rt,  OS. 

5.  Aus  diesen  Involutionen  I.  und  II.  fliefien  eine  Menge 
metrischer  Beziehungen,  namlich  aus  I. 


1) 


1 

5ta0 

1    ,   1 

1 

m0 

i 

£c0 

1      ,     1 
=  &5t  ^  (593' 

woraus  durch  Addition  folgt 


2) 


Xart  +  93L  +  ©c(1        ' 


und  wenn  wir  von  den  drei  Gleichungen  1)  die  erste  mit 
510,  die  zweite  mit  930,  die  dritte  mit  (£0  multiplizieren 
und  addieren 


3) 
oder 

4) 


510      930      60 

Oa0      Ob0      Oc0 


+ 


+ 
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Aus  den  Involutionen  II.  folgt 

(  _L  +  _L  _  J_  .  _L, 

a0O       a03t      a0h0      a0c0' 


5) 


b0O^b093      boCo^Boao' 

J_  +  JL  =   L  .  _L, 

c0O      c0(5       c0a0      c0b0' 


woraus  durch  Addition  folgt  mit  Riicksicht  auf  2) 

Wegen  der  Beziehungen 

051.000  =  095.  Ob0  =  O(S.Oc0 
ergiebt  sich  zugleich 

7)  021  +  023  +  0(5  =  0, 

was  nichts  anderes  aussagt,  als  daB  O  der  Schwerpunkt  der 
drei  gleich  belastet  gedachten  Punkte  31,  93 ,  (£  ist,  also  fur 
jeden  andern  Punkt  ^  der  Geraden  g  die  Bedingung,  welche 
aus  der  vorigen  hervorgeht,  erfiillt  wird 

.8)  3.^0  =  ^S(  +  «PSB  +  $£. 

(Nimmt  man  fur  ?$  insbesondere  S^,  so  geht  p  in  O 
iiber  und  man  erhalt  den  speziellen  Satz:  Bestimmt  man 
auf  einem  System  paralleler  Sehnen  einer  C(3)  zu  den  drei 
Schnittpunkten  auf  jeder  den  Schwerpunkt,  so  ist  der  Ort 
desselben  eine  gerade  Linie,  ein  Durchmesser  der  C(3)). 

Multipliziert  man  die  drei  Beziehungen  5)  bez.  mit  Od0, 
Ob0,  Oc0  und  addiert,  so  folgt  die  schon  bekannte  Be- 
ziehung  4);  multiplizieren  wir  dagegen  die  Beziehungen  5) 
bez.  mit  031,  093,  0(5  und  addieren,  so  folgt  wegen  3) 

031      093      0(S  =  3193      SB(S      g« 

Oct,,      Ob0      Oc0      a0K0      b0c0      c0o0 

nun  folgt  aber  aus  den  beiden  Beziehungen  2)  und  4) 

Ooo     Obo     Oc_0 

3ta0  +  93b0  +  ec0  =  U' 

Dag  ,  Doo  ,  Oog     0 

3Ia0"t'93b0"t"ec0==u 
durch  Abziehen 


oder 
ebenso 
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m0^  ©c0 


?lo  +  ec_p  =  0 

o0b0      o0c0        ' 

gCp       gOp  ^  Q 

b0c0      b0a0        ' 

slQ«  +  »»i  =  o, 

woraus  durch  Addition  folgt 

°U0b0      a0c0J  Mb0c0     b0a0  °  lc0a0     c0b0l 

also  nach  5) 

«Oo     ,«bo      ,<K  o 

;  aoD^boD^CoO        ' 

woraus  folgt 

10)  «„€>  +  6^0  +  c00  "  6' 

mithin  wird  die  vorige  Beziehuug 

U)  «I  +  «I  +  ^U* 

Vo       coao       Mo 
Die  Beziehung  10)  laGt  sich  aber  wegen  der  Gleichheit 

Oa.Doo-DS.Obo-Oe.Dco-O^.Om 
auch  so  schreiben 

12)  M2  +  D232  +  D(S2  =  6 .  D^p .  Dm, 

woraus  folgt,  da6  die  Involution,  deren  Punktepaare 

sind;  eine  hyperbolische  ist,  weil  ihre  Potenz  als  die 
Summe  dreier  Quadrate  einen  positiven  Wert  hat.  Dies 
1'aGt  sich  auch  in  folgenderWeise  direkt  zeigen: 
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Aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhaltnisse 

(a®e60)-(e®a^)-||» 

(2l£a0(S)  =  (21(^93)  =  ||, 
folgt  durch  Multiplikation 


also 


:a093b0)  = 


21 93s 

932  +  (S21.(SS3 


2139 


(2t(S  +  (S93)2  +  (S2(.(S93 

21 932 
93(S2  +  (S2l2-(5:2l.(S93 


21  S32 
rcr«  win      i  93(S2  +  (S2t2  +  2l932 


also 

(2la093B0)=2 

also  positiv,  mithin  die  Involution  eine  hyperbolische. 

Wir  bemerken  noch  die  aus  dem  Werte  dieses  Doppel- 
verhaltnisses  hervorgehende  Beziehung 

(2la0b093)  +  (93b0c0(S)  +  (Gc0a02t)  -  2. 

Kehren  wir  aber  zu  der  Beziehung  12)  zuruck,  so  folgt, 
weil  nach  7)  021  +  083  +  OS  =  0  ist 

13)    093.  0(5  +  0(£.  021  +  021.  093  =  -3.0$.  Dm. 

Die  linke  Seite  laBt  sick  auch  so  schreiben 

093  {0$  +  $(£}  +  0(5  {0$  +  $21}  +  021  {0$  +  $93}, 
also  ist 

fD«.  $53  +  093.  $(£  +  06.  $2i  --3.0$.  Om, 
}    lD2I.$(S  +  D93.$2r  +  0(S.$93  =  -3.0$.Dm, 

welcbe  Beziehungen  in  die  Gestalt  ubergefuhrt  werden  konnen 

.        j$2t.mS3  +  $93.m(5  +  $©.m2l  =  0, 
}        l$2l.m£  +  $a3.m2t  +  $<S.m93  =  0, 

woraus  endlich  auch  durch  Addition  nach  8)  hervorgeht 

16)  $2t.m2l  +  $93.m93  +  $(S.in(E  =  9.0$.Dtn. 
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Indem  wir  weitere  nietrische  Beziehungen,  die  sich 
hieraus  ableiten  lassen,  ubergehen,  betrachten  wir  allein  die 
Beziehungen  15),  welche  allein  zwischen  den  Punkten 

31,  S3,  ®,  $  und  m 
obwalten,    da   es    uns   vornehmlich   darauf  ankam,    die   Ab- 
hangigkeit    des    Punktes    in    von    den    gegebenen    Punkten 
3t,  S3,  S,  9$   zu   ermitteln.     Scbreiben   wir   die  Beziehungen 
15)  in  der  Gestalt: 


in  SI       .       mS3  m&  A 

~r  cn<T    cnctt  "•    en  or    enrr  =  ^ 


oder 


$33. $21  '  $G.$93  '  $«.$<£. 

~r     core    enco      <    ^cnqi^cnTr-  =  U, 


$21. $23  ■   $e.$a3   ■   $«.$& 

so  ergiebt  sich  die  symmetrischere  Gestalt 
1_        J_        J-      _cn       (       _J_        , L  _J ' 

und  da  nach  dem  Friiheren  (S.  216) 

J-4-J-  +  A-A 


war,  so  folgt  jetzt 

3  1 


*"  siRfj   w«r  + 


$p.$tn      $S3.$£  r$£.$2l  T  $2t.$S3 
Nun  ist  aber,  wie  wir  oben  (S.  217)  gesehen  haben, 
1  1 

$p.$in_$D.$D/ 
folglich  haben  wir  die  beiden  Beziehungen 

1  -if1  I  l  I  *        1 

wo  C  und  Dj  die  beiden  Schnittpunkte  des  durch  $  ge- 
zogenen  Strahles  mit  der  konischen  Polare  $(2)  bedeuten. 
Hierdurch  sind  die  Punkte  O,  Qx  vermittelst  einer  quadrati- 
schen  Gleichung  bestimint,  und  indem  wir  einen  verander- 
lichen  Strahl  um  den  festen  Punkt  $  drehen,   erhalten  wir 
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samtliche  Punkteder  konischen  Polare  ^2).  Die  symnietrische 
Form  der  Ausdriicke  rechts  vom  Gleichheitszeichen  zeigt 
uns,  daB  die  Koeffizienten  der  quadratischen  Gleichung  auch 
bekannt  sind,  sobald  nicht  alle  drei  Schnittpunkte  %,  93,  (5 
reell,  sondern  nur  einer  reell  und  die  beiden  andern  kon- 
jugiert-imaginar  sind. 


§  27.   Zusam men  hang   der  Hesseschen   Kurve  i?(3)  und 
der  Cayleyschen  K,3)  mit  der  gegebenen  6Y(3). 

1.  Wir  haben  in  §  23,  4,5.  gesehen,  daB  in  dem  Netz 
von  Kegelscbnitten  ty{2\  welches  die  konischen  Polaren  zu 
sarntlichen  Punkten  der  Ebene  riicksichtlich  einer  (7(S)  bil- 
den,  unendlich  viele  vorkommen,  die  in  Linienpaare  aus- 
arten,  daB  die  Doppelpunkte  dieser  Linienpaare  eine  neue 
Kurve  dritter  Ordnung  H^\  die  Hessesche  der  gegebenen 
C(3),  erfiillen  und  daB  ein  Punkt  D,  dessen  konische  Polare 
in  ein  Linienpaar  mit  dem  Doppelpunkte  q  zerfallt,  mit  q 
zusammen  ein  Paar  konjugierter  Punkte  O  und  q,  fur  die 
H^  bildet.  Wir  wissen  ferner  aus  §  6,  daB  fur  eine  Kurve 
dritter  Ordnung  H{Z)  die  Verbindungslinien  |  Cq  |  zweier 
konjugierten  Punkte  eine  Kurve  dritter  Klasse  i£(3)  umhiillen, 
welche  die  zu  H&  zugehorige  Cayleysche  Kurve  heiBt;  auch 
ist  der  Zusammenhang  von  HV3)  und  K^  oben  angegeben 
worden;  wir  wollen  nunmehr  den  Zusammenhang  dieser 
beiden  Kurven  mit  der  gegebenen  C(3),  von  der  sie  abhangen, 
untersuchen. 

Auf  der  Hesseschen  Kurve  i?{3)  giebt  es  unendlich 
viele  Paare  von  konjugierten  Punkten  Oq,  welche  die 
Eigenschaft  besitzen,  daB  jeder  Punkt  der  Kurve  Strahlen- 
paare  nach  ihnen  sendet,  die  eine  ihm  zugehorige  Strahlen- 
involution  bilden.  Die  Doppelstrahlen  derselben  umhiillen 
die  K(Z)  und  sind  solche  Verbindungslinien  Dq  ;  je  eines 
Paares  konjugierter  Punkte  der  H(3).  Tn  der  zu  q  gehorigen 
Strahleninvolution  entspricht  dem  Strahle  qd  |  die  Tangente 
in  q  an  der  Z/(3'  und  diese  beiden  Strahlen  durch  q  tren- 
nen  die  Doppelstrahlen   harmonisch.     Diese    Doppelstrahlen 
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bilden  aber  auch,  wie  wir  wissen  (§  6),  einen  ausgearteten 
Kegelschnitt  des  Netzes,  und  zwar  denjenigen,  welcher  die 
konische  Polare  von  D  ist. 

Die  Tangente  in  q  an  H{3)  wird  von  i  qQ  durch  die 
Doppelstrahlen  der  Involution  karmonisch  getrennt,  ist  also 
die  Polare  von  Q  in  Bezug  auf  das  von  den  Doppelstrahlen 
gebildete  Linienpaar;  sie  ist  mitbin  die  gerade  Polare  von  O 
rlicksicbtlicb  der  0(3),  und  wir  scblieGen  den  Satz: 

Die  geraden  Polaren  solcber  Punkte  C,  welcbe 
die  H(?,)  erfiillen,  rlicksicbtlicb  der  C(3)  sind  Tangen- 
ten  der  H{3\  und  zwar  in  dem  jedesmaligen  konju- 
gierten  Punkte  q  zu  D,  d.  h.  in  dem  Doppelpunkte 
des  Linienpaares,  in  welcbes  Q(2)  ausartet.  Bewegt 
sicb  also  D  auf  der  i?(3),  so  umbiillt  seine  gerade  Polare  q 
rucksicbtlicb  der  0(3)  dieselbe  Hessesche  Kurve  ZT(3>  und 
beriibrt  in  dein  jedesmaligen  konjugierten  Punkte  q  zu  Q. 

2.  Wir  baben  in  §  23,  3.  geseben,  daB  wenn  eine  Ge- 
rade g  der  iZ"<3'  in  den  drei  Punkten  D1;  D2,  D3  begegnet, 
deren  konische  Polaren  in  Linienpaare  ausarten  mit  den 
Doppelpunkten  q1;  q2,  q3,  die  letzteren  paarweise  mit  je  eineni 
der  ersteren  auf  den  drei  Geraden 

liegen,  also  die  drei  Paare  konjugierter  Punkte  D^,  02q2, 
Q3q3  die  secbs  Ecken  eines  der  i/(3)  einbeschriebenen  voll- 
standigen  Vierseits  bilden.  Aus  §  24,  2.  wissen  wir,  daB  die 
geraden  Polaren  qt,  q2,  q3  der  Punkte  Qu  D2,  Q3  die  Polo- 
konik  </(2)  der  Geraden  g  beriihren  und  zwar  bez.  in  den- 
jenigen  drei  Punkten  qt,  q2,  q3,  welcbe  den  Punkten  Q1? 
D2,  Cl3  konjugiert  sind  rucksichtlich  der  i?(3);  da  nun  nach 
dem  vorigen  Satze  (1.)  diese  Tangenten  qlf  q2}  g3  auch  die 
iif(3)  beriihren  in  denselben  Punkten  q17  q2,  q3,  so  folgt 
der  Satz: 

Die  Polokonik  <?(2)  einer  Geraden  g  rucksicht- 
lich  der  C,(3)  beriihrt  die  Hessesche  Kurve  2Z(3)  in 
denjenigen  drei  Punkten  q17  q2,  q3,  welche  konjugiert 
sind  rucksichtlich  derselben  den  drei  Schnitt- 
punkten  der   Geraden  g  mit   der    C(3). 

Schroter,  Theorie  der  ebenen  Kurven  3.  Ordn.  15 
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Die  Polokoniken  aller  Geraden  g  in  der  Ebene  sine! 
also  immer  solche  Kegelschnitte,  welche  die  i/(3)  im  allge- 
meinen  in  drei  Punkten  beriihren  und  zwar  in  drei  Punkten 
eines  Tripels,  wenn  die  H{3)  als  Tripelkurve  aufgefafit 
wird  (§  8). 

Diejenigen  Eigenschaften,  welche  wir  friiher  fiir  Tripel- 
punkte  einer  C{3)  gefunden  haben,  gelten  also  jetzt  fiir  die 
Beriihrungspunkte  einer  Polokonik  init  der  i?(3). 

3.  Fallen  insbesondere  von  den  drei  Schnittpunkten  D1; 
D2,  d3  einer  Geraden  g  mit  der  H^  zwei  zusamnien,  £ll=  D2, 
so  wird  die  Polokonik  g&  eine  vierpunktige  Beriihrung  mit 
H&  haben  in  demjenigen  Punkte  qx  =  q2,  welcher  dem  Punkte 
C1  =  Cl2  konjugiert  ist. 

Die  Polokoniken  von  alien  Tangenten  der  H(3)  haben 
also  eine  vierpunktige  Beriihrung  mit  dieser  Kurve. 

Fallen  alle  drei  Schnittpunkte  £ll  =  Q2  =  Cl3  zusammen, 
d.  h.  ist  g  eine  Wendetangente  der  i/(3),  so  wird  die  Polo- 
konik gW  riicksichtlich  der  C(3)  eine  sechspunktige  Beriihrung 
mit  der  H(3)  haben  und  zwar  in  demjenigen  Punkte  der- 
selben,  welcher  dem  Wendepunkte  konjugiert  ist. 

Aus  dem  in  §  24,  5.  bewiesenen  Satze,  daG  fiir  jede 
der  beiden  Geraden  I,  £x,  in  welche  die  konische  Polare  eines 
Punktes  O  zerfallt,  auch  die  Polokoniken  Z(2)  und  l^  in 
zwei  Linienpaare  zerfallen  miissen  mit  dem  gemeinsamen 
Doppelpunkte  D,  ergiebt  sich  jetzt,  weil  alle  Polokoniken 
die  2?l3)  beriihren,  der  Satz: 

Das  Tangentenquadrupel  aus  einem  Punkte  O 
der  H(3)  an  dieselbe  besteht  aus  den  beiden  Linien- 
paaren,  in  welche  die  Polokoniken  derjenigen  beiden 
Geraden  ausarten,  aus  denen  die  in  ein  Linienpaar 
ausartende  konische  Polare  des  Punktes  O  besteht. 

Wir  konnen  dies  Resultat  auch  so  aussprechen: 

Von  samtlichen  Tangenten  der  Cayleyschen  Kurve 
Ki3)  sind  die  Polokoniken  riicksichtlich  der  C(3)  Kegelschnitte, 
welche  in  Linienpaare  ausarten  und  die  Hessesche  Kurve 
H^  beriihren.  Fiir  zwei  konjugierte  Tangenten  der  J£(3) 
(d.  h.  zwei  solche,  deren  Beriihrungssehne   wieder  eine  Tan- 
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gente  der  K^]  ist)  haben  die  beiden  in  Linienpaare  aus- 
artenden  Polokoniken  denselben  Doppelpunkt,  der  auf  Hi3) 
liegt  und  diese  vier  Strahlen  als  Tangenten  an  die  H(3) 
sendet. 

4.  Zu  jeder  Geraden  g,  welche  im  allgemeinen  der  C(3) 
in  drei  Punkten  51,  93,  ©  begegnet,  gehort  allemal  eine 
zweite  sie  begleitende  Gerade  g',  auf  welcher  die  drei 
Tangentialpunkte  31',  93',  ©'  liegen,  in  denen  die  Tangenten 
an  %,  93,  (£  der  C(3)  zum  dritten  Male  begegnen  (§  8,  4 ), 
ebenso  wie  zu  jeder  konischen  Polare,  welche  der  C(i)  in 
sechs  Punkten  begegnet,  der  sie  begleitende  Kegelschnitt 
gehort,  auf  dein  die  sechs  Tangentialpunkte  von  jenen  liegen. 

Wir  haben  nun  in  §  25  gesehen,  da6  wenn  eine  ko- 
nische  Polare  zerfallt,  auch  der  begleitende  Kegelschnitt  in 
ein  Linienpaar  mit  demselben  Doppelpunkt  ausartet,  konnen 
also  jetzt  sagen: 

Die  beiden  Geraden,  in  welche  eine  konische 
Polare  ausartet,  haben  zwei  begleitende  Gerade, 
deren  Schnittpunkt  auf  der  H{S)  liegt  und  der- 
jenige  Punkt  ist,  in  welchem  die  ersteren  beiden 
sich  schneiden. 

Nennen  wir  den  Punkt,  in  welchem  eine  Gerade  g  von 
der  sie  begleitenden  Geraden  g'  getroffen  wird,  den  be- 
gleitenden  Punkt  der  Geraden  g,  so  konnen  wir  auch 
sagen : 

Die  beiden  Geraden,  in  welche  die  konische  Po- 
lare eines  Punktes  O  der  Hi3)  ausartet,  haben  beide 
ihren  begleitenden  Punkt  auf  der  1?(3)  in  demjenigen 
Punkte  q,  welcher  dem  Punkte  O  konjugiert  ist, 
dessen  konische  Polare  in  das  Linienpaar  ausartet. 

Da  jede  der  beiden  Geraden  eines  Linienpaares,  in 
welches  eine  konische  Polare  ausartet,  Tangente  der  Cay- 
leyschen  Kurve  Ki3)  ist,  so  konnen  wir  das  vorige  Resultat 
auch  so  aussprechen: 

Jede  Tangente  der  Cayleyschen  Kurve  K{3)  hat 
ihren  begleitenden  Punkt  auf  der  Hesseschen  Kurve 
//(S),  und  dieser  ist  der  dritte  Schnittpunkt  der  Tan- 

15* 
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gente  der  Cayleyschen  Kurve  i£(3),  welche  zwei  kon- 
jugierte  Punkte  der  2/(3)  verbindet. 

Umhttllt  also  eine  Gerade  die  Cayleysche  Kurve  K(i\ 
so  beschreibt  der  sie  begleitende  Punkt  die  Hessescbe 
Kurve  H{3\  oder  was  dasselbe  sagt,  die  Hessesche  Kurve 
i?(3)  ist  der  Ort  der  begleitenden  Punkte  fur  alle  Tangeuten 
der  Cayleyschen  Kurve  i£(3). 

Hiernach  kann  zu  einer  Tangente  der  2sT(3)  die  sie  be- 
gleitende Gerade  immer  reell  konstruiert  werden,  auch  wenn 
die  Schnittpunkte  derselben  mit  der  C(3)  nicht  immer  alle 
drei  reell  sind.  Denn  die  Tangente  t  der  Kw  verbindet 
zwei  konjugierte  Punkte  der  17(3)  und  hat  einen  immer 
reellen  Schnittpunkt  q  mit  derselben;  sie  hat  ferner  mit  der 
C(3)  mindestens  einen  reellen  Schnittpunkt  31,  dessen  Tan- 
gentialpunkt  3T  sei;  dann  ist  |  q3t'|  —  t'  die  begleitende  Ge- 
rade zu  t. 

5.  Wahrend  zu  einer  gegebenen  C(3)  nur  eine  einzige 
bestimmte  i/(3)  zugehort,  namlich  der  Ort  solcher  Punkte, 
deren  konische  Polaren  in  Linienpaare  ausarten  und  zu- 
gleich  der  Ort  der  Doppelpunkte  dieser  Linienpaare,  findet 
das  Umgekehrte  nicht  statt.  Nehmen  wir  eine  H^  als  ge- 
gebene  Kurve  dritter  Ordnung  an,  so  giebt  es  nicht  bloss 
eine,  sondern  im  allgemeinen  drei  verschiedene  Fundamen- 
talkurven  C(3),  fur  welche  die  gegebene  iZ(3)  die  Hessesche 
Kurve  ist.  Denn  die  gegebene  i?(3)  hat  im  allgemeinen  nicht 
bloss  ein,  sondern  drei  verschiedene  Systeme  von  Paaren 
konjugierter  Punkte  (§  15).  Da  ein  beliebiger  Punkt  5t  der 
i/(3)  im  allgemeinen  vier  Tangenten  an  die  Kurve  sendet, 
deren  Beruhrungspunkte  alt  a2,  a3,  a4  seien,  die  ein  voll- 
standiges  Viereck  mit  den  drei  auf  der  C(3)  liegenden  Dia- 
gonalpunkten. 

(0^,03^)  =  31',    (a^a^)  =  21",    (0^4,  a2a3)  =  3T" 
bilden,   so   erhalten   wir   die   drei   Systeme,   in  denen  Paare 
konjugierter  Punkte  sind 

I.  alfl2,  a3ai}  3I3C,  *''«'", 

II.  0,0,,  a,aA,  313*",  «'"«', 

III.  axo4,  a^,  3131"',  31'3t". 
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Durch  ein  Paar  konjugierter  Punkte  ist  das  ganze 
System  derselben  vollstandig  und  eindeutig  bestimmt.  Jeder 
Punkt  der  Kurve  sendet  nach  den  Paaren  konjugierter  Punkte 
Strahlenpaare  einer  Involution.  Die  Doppelstrahlen  derselben 
bilden  einen  ausgearteten  Kegelschnitt,  welch  er,  wenn  die 
Kurve  die  Hessesche  H(S)  fur  eine  noch  unbekannte  Fun- 
damentalkurve  C'(3)  sein  soil,  die  konische  Polare  desjenigen 
Punktes  rucksichtlich  der  C(3)  sein  muB,  der  dem  Schnitt- 
punkt  des  Linienpaares  auf  der  H(3)  konjugiert  ist  (1.). 

Wir  konnen  also  dem  Punkte  %  entweder  das  Linien- 
paar  Iflx^b  I  a3a<il  m^  ^em  Doppelpunkte  %'  als  konische 
Polare  rucksichtlich  der  zu  suchenden  Fundamentalkurve 
C(3)  entsprechen  lassen  (System  1),  oder  das  Linienpaar 
I  ai°3i?  I  a2a4l  mit  dem  Doppelpunkt  $1"  (System  II),  oder 
endlich  das  Linienpaar  j  ax  a4 1 7  |  a.,03|  mit  dem  Doppelpunkt 
W"  (System  III). 

Nehmen  wir  jetzt  einen  zweiten  Punkt  93  der  Hi3)  und 
machen  dieselbe  Operation,  so  ist  in  jedem  der  drei 
Systeme  sein  konjugierter  Punkt  93'  (oder  93"  oder  93'") 
eindeutig  bestimmt  und  ebenso  auch  seine  konische  Polare 
rucksichtlich  der  zu  suchenden  Fundamentalkurve  (§§  13u.l4). 
Wir  erhalten  also  den  drei  Systemen  I,  II,  III  entsprechend  drei 
bestimmte  Netze  von  konischen  Polaren.  Zu  jedem  derselben 
konnen  wir  nunmehr  nach  §  24,  4.  die  Fundamentalkurve  C(3) 
herstellen,  fiir  welche  das  Netz  das  der  konischen  Polaren 
ist.     Wir  schliefien  also  das  Resultat: 

Zu  einer  gegebenen  Kurve  dritter  Ordnung,  als 
Hessesche  Kurve  H{i)  aufgefafit,  giebt  es  im  allge- 
meinen  drei  Fundamentalkurven  C{3),  fiir  welche  die 
gegebene  die  zugehorige  Hessesche  ist. 

§  28.   Die  Wendepunkte  der  C™. 

1.  Wir  sind  bereits  von  zwei  verschiedenen  Seiten  zu 
den  Wendepunkten  der  Ct3)  gelangt;  einmal  sahen  wir  in 
§  7,  daG  die  beiden  Kurven  C(3)  und  $(3)  (letztere  umhullt 
von    den    Doppelstrahlen    aller   den    Punkten    der  C(8)  zuge- 
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horigen  Strahleninvolutionen)  sich  in  neun  Punkten  beriihren 
und  die  zu  diesen  Bertihrungspunkten  konjugierten  Punkte 
die  Wendepunkte  der  C(3)  sind;  zweitens  sahen  wir  in  §  23,  6., 
daG  eine  C'-3)  und  ihre  Hessesche  Kurve  H{3)  sich  in  den 
Wendepunkten  schneiden.  Wir  wollen  nun  den  Zusammen- 
hang  der  neun  Wendepunkte  unter  einander  aufsuchen 
und  dadurch  zugleich  die  Frage  nach  der  Realitat  derselben 
beantworten. 

Nennen  wir  einen  genieinschaftlichen  Punkt  der  beiden 
Kurven  C(3)  und  $(3)  den  Punkt  %,  dann  ist  sein  konju- 
gierter  Punkt  %l  =  SB  ein  Wendepunkt  der  C<3>  (§  7).  Sei 
ferner  %'  und  SB'  ein  zweites  derartiges  Paar  konjugierter 
Punkte  der  €<■*>,  so  folgt  aus  ibnen  allenial  ein  drittes,  wie 
wir  wissen,  n'amlich 

(ZV,  SBSB')  =  SB" 
und 

(2 SB',  VW)-%". 

Da  aber  SB  gleichzeitig  der  Tangentialpunkt  von  %  ist 
(§  7),  d.  h.  die  Tangente  in  %  der  C!(3)  in  dem  dritten  Punkt 
SB  begegnet,  ebenso  die  Tangente  in  %'  der  C(3)  in  SB'  be- 
gegnet, so  mu6  auch  die  Tangente  in  dem  dritten  Schnitt- 
punkte  von  \%%'\  mit  der  C<3>,  d.  h  in  SB"  der  C«  in 
demjenigen  Punkte  begegnen,  in  welchem  |  SBSB'  |  sie  zum 
dritten  Mai  schneidet,  d.  h.  in  SB"  selbst,  also  ist  223"  ein 
dritter  Wendepunkt  der  C(3),  weil  seine  Tangente  drei  zu- 
sammenfallende  Punkte  mit  derselben  gemein  hat. 

Da  ferner  die  Tangente  in  %  der  C{S>  in  SB  begegnet, 
die  Tangente  in  SB'  der  C(3)  wieder  in  SB'  begegnet,  so  inuB 
die  Tangente  in  %"  der  C^3)  in  dem  dritten  Schnittpunkte 
von  SB  SB' |  mit  der  C(3),  d.  h.  in  dem  Punkte  SB"  begegnen; 
>also  ist  SB"  der  Tangentialpunkt  zu  %"  und  zugleich  der 
konjugierte  Punkt,  mithin  %"  einer  der  genieinschaftlichen 
Punkte  von  C^3)  und  $(3),  in  dem  sich  diese  beiden  Kurven 
beriihren;  mithin  gilt  der  doppelte  Satz: 

Die  Verbindungslinie  zweier  verschiedenen 
Wendepunkte  einer  C(3)  trifft  dieselbe  allenial  in 
einem    dritten    W7endepunkte    derselben.      Die    Ver- 
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bindungslinie  zweier  verschiedenen  genieinsamen 
Punkte  der  C<3>  und  ®<3>  trifft  die  G®  allemal  in 
einem   Wendepunkte   derselben. 

Wir  konnen  hiernach  sowohl  aus  zwei  Wendepunkten 
der  C(3)  allemal  einen  dritten  ableiten,  als  auch  aus  zwei 
gemeinschaftlichen  (Beriihrungs-)  Punkten  der  (7(3)  und  ®(3) 
einen  Wendepunkt  derselben  finden,  oder  auch  als  konju- 
gierten  Punkt  zu  letzterem  einen  dritten  Beruhrungspunkt 
der  Kurven  C<3)  und  t(3»  erinitteln. 

2.  Da  die  Wendepunkte  der  C{9)  nach  dem  vorigen  Satze 
irnnier  zu  je  dreien  auf  einer  Geraden  liegen,  so  konnen 
durch  einen  WTendepunkt  nicht  mehr  als  vier  solcher  Ge- 
raden gehen,  deren  jede  auBer  dem  ersten  nocb  zwei  weitere 
Wendepunkte  der  C(3)  enthalt;  denn  es  giebt  nur  neun  Wende- 
punkte, also  auGer  dem  zuerst  angenommenen  nur  noch  acht. 

Hiernach  scheint  es  9 . 4  =  36  solcher  Geraden  zu  geben, 
die  je  drei  Wendepunkte  enthalten;  da  aber  jede  Gerade 
hierbei  dreimal  auftreten  inuB,  namlich  bei  jedem  der  drei 
Wendepunkte,  welche  sie  enthalt,  einmal,  so  reduziert  sich 
die  vorige  Anzahl  auf  zwolf,  also: 

Die  neun  Wrendepunkte  einer  C(3)  liegen  zu  je 
dreien  auf  zwolf  Geraden  ( Wendepunktslinien),  in- 
dem  durch  jeden  Wendepunkt  vier  Wendepunkts- 
linien gehen. 

Gehen  wir  von  einer  Wendepunktslinie  aus,  auf  welcher 
die  drei  Wendepunkte 

©;,  %&i,  sb; 

liegen  niogen,  so  gehen  durch  SB}  noch  drei  ubrige  Wende- 
punktslinien, deren  jede  zwei  weitere  Wendepunkte  enthalt; 
ebenso  durch  2GSf  und  durch  SB3;  wir  haben  also  schon  zehn 
Wendepunktslinien  und  es  bleiben  also  nur  noch  zwei  ubrig, 
die  durch  keinen  der  drei  Wendepunkte  SB},  SB^,  SB3  gehen 
konnen;  sei  eine  derselben  diejenige,  welche  drei  Wende- 
punkte 

enthalt,  dann  haben  wir  jetzt  elf  Wendepunktslinien,  namlich 
die  beiden 
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i}©;®?!, 


und  die  neun  Verbindungslinien  je  eines  der  drei  ersten  mit 

einem    der    drei   letzten   Punkte;    es  bleibt  daher  nur  noch 

eine  einzige,  zwolfte  Wendepunktslinie  ubrig,  die  durch  keinen 

der    friiheren    sechs  Wendepunkte   gehen  kann,   folglich  die 

drei  letzten  Wendepunkte 

SB1    SB2    SB3 
enthalten  mu6.  3'       8'       3 

Ein  solches  Dreiseit,  welches  von  den  drei  Geraden 

|2B1SB?SB3|,  |SB{aB;®5|»  1®$®!®!! 
gebildet  wird,  wollen  wir  ein  Wendepunktsdreiseit  nennen 
von  der  Beschaffenheit,  daB  jede  Seite  desselben  drei  ver- 
schiedene  Wendepunkte  enthalt,  also  samtliche  Wendepunkte 
erschopft  werden  und  zu  je  dreien  in  den  Seiten  des  Drei- 
seits  liegen. 

Aus   diesem  Wendepunktsdreiseit  erhalten  wir  nun  die 
neun  noch  fehlenden  Wendepunktslinien  auf  folgende  Art: 

Die  Verbindungslinie  |  SBjSBg  I  mu^  noch  einen  dritten 
Wendepunkt  enthalten,  der  auf  der  dritten  Seite  des  Wende- 
punktsdreiseits  liegen  muB;  wir  konnen  ihn  S2S -1,  nennen; 
ebenso  wird  die  Verbindungslinie  |  SB  \  SB  \  |  einen  dritten 
Wendepunkt  enthalten,  den  wir  SB*  nennen  und  von  dem 
vorigen  SBg  verschieden  annehmen  durfen;  endlich  wird 
|S333S33g|  noch  einen  dritten  Wendepunkt  enthalten,  den 
wir  SB3  nennen  konnen;  jetzt  sind  aber  alle  Wendepunkte 
erschopft;  ziehen  wir  also  |  SB  J  SOS  |  J,  so  kann  die  Verbin- 
dungslinie als  dritten  Wendepunkt  weder  SB  3  noch  SB  3  ent- 
halten, weil  sonst  vier  Wendepunkte  auf  einer  Geraden 
liegen  wurden,  was  widersinnig  ist;  es  muB  also  |  SBJSB^  | 
den  dritten  Wendepunkt  SB3,  enthalten;  ebenso  muB 
I  SB}  SB3  !  den  dritten  Wendepunkt  SB*, 

I  88!®!  I    n       »  „        ©:, 
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enthalten.  Wir  erhalten  hiernach  folgende  zwolf  Wende- 
punktslinien,  welche  wir  gleichzeitig  als  vier  Wendepunkts- 
dreiseite  ordnen 


m\ 

as; 

SB? 

m\ 

SBi 

m\ 

m\ 

mi 

mi 

m\ 

ms2mi 

©J 

mi 

SB} 

mi 

mi 

m- 

m\ 

mi 

mi 

mi 

mimi 

%&l 

mi 

SB* 

mi 

mi 

mi 

mi 

ml 

mi 

mi 

m\mi, 

d.  h.: 

Die  neun  Wendepunkte  einer  C(3)  liegen  zu  je 
dreien  auf  zwolf  Geraden,  von  denen  immer  vier 
dureh  jeden  der  neun  Wendepunkte  gehen.  Diese 
zwolf  Wendepunktslinien  lassen  sich  auf  vier  Arten 
zu  je  dreien  so  ordnen,  da6  diese  ein  Wendepunkts- 
dreiseit  bilden,  dessen  drei  Seiten  je  drei,  also 
samtliche  neun  Wendepunkte  enthalten.  Es  giebt 
also  vier  Wendepunktsdreiseite.  Diese  merkwurdige  Kon- 
figuration  von  Punkten  und  Geraden  in  der  Ebene  ist  leider 
nicht  vollstandig  reell,  wie  wir  sogleich  sehen  werden. 

3.  Nennen  wir  die  drei  Seiten  eines  Wendepunkts- 
dreiseits 


=  s9 


=    So 


und  die  Ecken  desselben 

\.S2S3)  =   ^28?    \SSSl)  =   "^31  >    \SlS2j  ==  ^12? 

so  befinden  sich  auf  jeder  Seite  fiinf  Punkte,  namlich  die 
beiden  Ecken  des  Wendepunktsdreiseits  und  die  drei  Wende- 
punkte, welche  diese  Seite  enthalt. 

Projizieren  wir  diese  fiinf  Punkte  der  Seite  s2 


*i> 


1, 


von  den  drei  Wendepunkten 


•i, 


1 2  ?    "^21 J    "^23 


der  Seite  s1  aus  auf  die  Seite  s3,  so  erhalten  wir  auf  der- 
selben  drei  projektive  Punktreihen  desselben  Tragers,  die 
so  lauten 
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die  sich  auch  so  schreiben  lassen 

A(2SiaB^^X315l32) 

a  (»;.©  j  as;****). 

Wir  erkennen  hieraus  die  cyklischen  Projektivit'aten 
(SS^SSiT)  A  (SS^2B3!SS^)  a  (9B|»5©D, 
deren  Doppelpunkte  $31  und  3l32  sind;  also  bilden  diese 
funf  Punkte  auf  der  Geraden  s3  ein  aquianharmonisches 
System,  wie  wir  in  §  21,  3.  gesehen  haben,  und  von  dem 
wir  wissen,  daB  wenn  die  drei  bestimmenden  Punkte  2B'. , 
3B3,  2B3  reell  sind,  die  beiden  Doppelpunkte  2t31,  5t32  kon- 
jugiert-imaginar  sein  niiissen;  dagegen  wenn  von  den  drei 
Punkten  35$ 3,  233?,  SS3  nur  einer  reell  und  die  beiden  andern 
konjugiert-imaginar  sind,  die  beiden  Doppelpunkte  5l31,  %32 
reell  sein  miissen.     Wir  haben  also  das  Ergebnis: 

Auf  jeder  der  drei  Seiten  eines  Wendepunkts- 
dreiseits  bilden  die  drei  in  ibr  liegenden  Wende- 
punkte  und  die  beiden  Ecken  des  Dreiseits  ein 
"aquianharmonisches  System  von  funf  Punkten.   Oder: 

Bildet  man  aus  den  drei  auf  einer  Wendepunkts- 
linie  liegenden  Wendepunkten  eine  cyklische  Pro- 
jektivitat,  so  sind  die  Doppelpunkte  derselben  die 
Schnittpunkte  der  beiden  iibrigen  Wendepunkts- 
linien,  welche  mit  der  ersteren  ein  Wendepunkts- 
dreiseit  bilden. 

3.  Aus  der  Natur  eines  aquianharmonischen  Systems, 
welche  wir  in  §  21,  3.  n'aher  studiert  haben,  geht  hervor, 
daB  mehr  als  drei  Wendepunkte  nicht  reell  sein  konnen 
und  diese  auf  einer  Geraden  liegen  miissen;  denn  waren  drei 
Wendepunkte  reell,  die  nicht  auf  einer  Geraden  lagen,  so 
wiirden  die  drei  Verbindungslinien  je  zweier  drei  neue  reelle 
Wendepunkte  liefern,  und  diese  mit  den  ersteren  in  der 
einzig    noch    moglichen   Weise    verbunden,    die    drei   letzten 
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Wendepunkte;  es  muBten  also  samtliche  neun  Wendepunkte 
reell  sein,  mithin  auch  samtliche  vier  Wendepunktsdreiseite 
und  deren  Ecken;  dann  hatten  wir  aber  aquianharmonische 
Systeme  von  fiinf  reellen  Elementen,  was  unmoglich  ist, 
also  ist  unsere  Annahme  unzutreffend,  und  es  konnen 
hochstens  drei  auf  einer  Geraden  liegende  Wende- 
punkte reell  sein. 

Aus  ahnlichen  Grunden  kann  auch  hochstens  nur  ein 
Wendepunktsdreiseit  vollstandig  reell  sein.  Deim  waren  zwei 
Wendepunktsdreiseite  vollstandig  reell,  so  waren  auch  ihre 
sechs  Ecken  reell;  die  drei  Punkte,  in  welchen  eine  Seite 
des  zweiten  den  drei  Seiten  des  ersten  begegnet,  sind  aber 
drei  Wendepunkte;  also  hatten  wir  auf  derselben  fiinf  reelle 
Elemente  eines  aquianharmonischen  Systems,  was  wider- 
sinnig  ist;  also  es  kann  hochstens  ein  Wendepunkts- 
dreiseit vollstandig  reell  sein;  dann  enthalt  jede 
Seite  desselben  nur  einen  reellen  und  zwei  kon- 
jugiert-imaginare  Wendepunkte,  und  die  drei  reellen 
Wendepunkte  liegen  auf  einer  Geraden;  es  kann  also 
hochstens  nur  vier  reelle  Wendepunktslinien  geben, 
von  denen  drei  das  reelle  Wendepunktsdreiseit  bilden. 

4.  DaB  nun  diese  einzig  moglichen  Fafle  wirklich  ein- 
treten,  wollen  wir  unter  der  Voraussetzung,  daG  mindestens 
ein  Wendepunkt  der  C(3)  immer  reell  sein  muB,  nachweisen. 
Die  Existenz  mindestens  eines  reellen  Wendepunktes  wird 
nachtraglich  erwiesen  werden. 

Gruppieren  wir,  wie  in  2.  die  neun  Wendepunkte  auf  den 
zwolf  Wendepunktslinien,  die  wir  jetzt  besonders  bezeichnen 
wollen,  um   ihre  Realitat   zu   erkennen,    in  folgender  Weise 


=     So 

=  "l 

=  Wo 


=  If 


so  folgt  hieraus 


■■■ 


©528; 

mm 


=  v, 


—  V. 
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B\  =  (sj^vj,    SB*  =  (s^2w2v3),    SB^  =  fctyw)'* 

&3  =  (MlM2V2),       SS3  -  O^sO,       SS3  "  Os^'s) 

und  hierdurch  ist  die  ganze  Konfiguration  gegeben.  Neliraen 
wir  nun  an,  da6  wenigstens  einer  der  neun  Wendepunkte 
reell  sei,  n'amlich  ^j 

dann  gehen  von  ihm  aus  nach  den  Punkten 

die  drei  Strahlen 

t1}  ult  vi} 

welche  in  cyklisch-projektive  Beziehung  gesetzt  zwei  Doppel- 
strahlen  liefern,  von  denen  der  eine  st  sein  muB  und  der 
andere  den  Schnittpunkt  is3s2)  mit  dem  Punkte  SB{  ver- 
bindet;  diese  wollen  wir  zur  Abkurzung 

nennen.     Die  fiinf  Strahlen 

tl}  u1}  v1}  s1}  s1 

eines  aquianharmonischen  Strablensystems  mtissen  von  der 
Beschaffenheit  sein,  daB  entweder  tt ,  Wj ,  v1  reell,  st ,  s[  konjugiert- 
imaginar  sind,  oder  s17  s[  reell  und  von  t1}u1}  v1  nur  einer  reell 
und  die  beiden  andern  konjugiert-imaginar  sind.  Die  erstere 
Annahme  ist,  wie  wir  jetzt  sehen  werden,  unzulassig;  denn 
waren  ttJu1}vl  alle  drei  reelle  Strahlen,  so  konnte  doch  nur 
einer  derselben  drei  reelle  Wendepunkte  enthalten,  die  beiden 
andern  mtiBten  auBer  dem  reellen  Wendepunkt  SB}  je  zwei 
konjugiert-imaginare  Wendepunkte  enthalten;  seien  diese 

i*H*29Sj   und  vA —  I  asBgsos;  |. 

Die  vier  imaginaren  Punkte  SB*,  W&  und  ©},  SB* 
liegen  also  auf  einem  reellen  Linienpaar  und  bilden  ein 
imaginares  vollstandiges  Viereck,  von  dem  bekanntlich  die 
drei  Diagonalpunkte  reell  sein  miissen  und  von  dem  ein 
Seitenpaar  reell  ist,  die  beiden  andern  konjugiert-imaginar 
sind;  die  reellen  Diagonalpunkte  konnen  in  bekannter  Weise 
konstruiert  werden,  sie  sind  nun 
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(233*  SE°,  ffiJ8B5)-(^), 

der  Punkt  (s2s3)  muBte  also  reell  sein,  folglich  auch  der 
Strahl  s[,  mithin  auch  der  andere  Doppelstrahl  sx  der 
eyklisch-projektiven  Biischel,  also  alle  fiinf  Elemente  des 
aquianharnionischen  Systems  miiBten  reell  sein,  was  wider- 
sinnig  ist. 

In  gleicher  Weise  wiirden  wir  auf  einen  Widerspruch 
konimen,  wenn  wir  annehmen,  daB  tt  und  vt  oder  tx  und  «t 
zwei  reelle  Strahlen  waren,  welche  je  zwei  konjugiert - 
imaginare  Wendepunkte  enthalten;  es  ist  also  die  Annahme, 
daB  alle  drei  Strahlen  ti}  ut,  vt  gleichzeitig  reell  sind,  un- 
zulassig  und  es  bleibt  nur  die  Moglichkeit  iibrig,  daB  einer 
derselben  reell,  die  beiden  andern  konjugiert  -  imaginar  sind. 
Dann  miissen  die  beiden  Doppelstrahlen  s1 ,  s[  reell  sein. 
Da  dies  fur  den  reellen  Wendepunkt  SSj  nachgewiesene 
Resultat  fur jeden  reellen  Wendepunkt  gelten  muB,  so  konnen 
wir  den  Satz  aussprechen: 

Durch  einen  reellen  Wendepunkt  der  C(3)  gehen 
immer  vier  Wendepunktslinien,  von  denen  zwei  reell 
und  die  beiden  andern  konjugiert-imaginar  sein 
miissen. 

5.  Wir  schlieBen  weiter,  indem  wir  von  den  drei  Strahlen 
tl}u1}  vlf  den  ersten  tt  als  den  reellen  und  die  beiden  andern 
ulf  vt  als  die  konjugiert-imaginaren  annehmen,  und  betrachten 
das  von  den  vier  imaginaren  Wendepunkten  auf  u1}  vl 

m,  SB*,  ©J,  SBJ 

gebildete  vollstandige  Viereck,  welches  durch  ein  imaginares 
Linienpaar  verbunden  wird;  dasselbe  hat  drei  reelle  Diagonal - 

®i-(%^     (S2S3),     ft4)i 

in  dem  ersten  kreuzt  sich  ein  imaginares  Seitenpaar  dieses 
vollstandigen  Vierecks,  folglich  muB  sich  in  dem  zweiten 
auch  ein  imaginares  und  in  dem  dritten  ein  reelles  Seiten- 
paar kreuzen,  denn  das  dritte  Seitenpaar  ist  immer  eine 
Folge  der  beiden  ersten,  und   sind  diese  beiden  konjugiert- 


238  Theorie  der  ebenen  Kurren  dritter  Ordnung. 

imaginar  (vertreten  durch  zvvei  elliptische  Strahleninvolutionen), 
so  muB  das  dritte  Seitenpaar  reell  sein,  als  Doppelstrahlen 
einer  in  bekannter  Weise  zu  konstruierenden  hyperbolischen 
Strahleninvolution. 

Es  mu  15  also  von  den  beiden  Strahlenpaaren 
s2  und  s3,     t2  und  ts 
das  eine  reell,  das  andere  konjugiert- imaginar  sein;  nennen 
wir  das  reelle  s2  und  s3,   dann  muB   auch  auf  s2  der  dritte 
Wendepunkt  2B*  un(^  au^  s3  der  dritte  Wendepunkt  2Bi  reell 
sein  und  wir  haben  die  reelle  Wendepunktslinie 

also  die  vier  reellen  Wendepunktslinien 

Sl>    S2)    S3)    h 

von  denen  sl}  s2,  s3  ein  reelles  Wendepunktsdreiseit  bilden. 
Von  den  neun  Wendepunkten  sind  also  nur  die  drei 

»!,  ®£,  ®i 
reell,  welche  auf  der  Wendepunktslinie  tt  liegen,  die  iibrigen 
sechs  miissen  paarweise  konjugiert -imaginar   sein,    namlich 

Wi$S*  auf  s1} 
s2 

Von  den  zwolf  Wendepunktslinien  sind  die  vier 

Sl>    S2J    S3J    h 

reell;  die  iibrigen  miissen  aucb  paarweise  konjugiert-imaginiir 
sein,  namlich  t2  und  ts  haben  nur  den  einen  reellen  Schnitt- 

Punkt  (w 

und  es  ist 

(WlVl)  =  ss;,   c%%).-Pi,   fc^-Pi; 

die  elliptischen  Strahleninvolutionen,  deren  imaginare  Doppel- 
strahlen  vti\,  u2v2,  u3v3  sind,  lassen  sich  aber  reell  kon- 
struieren. 

Wir  haben  demgemaB  unter  der  Voraussetzung,  daB  immer 
mindestens  einer  (28  {)  der  neun  Wendepunkte  einer  Ct3> 
reell  sei,  was  spater  (§  30)  nachgewiesen  werden  soil,  fol- 
gende  Lage  der  Wendepunkte  ermittelt: 


'  2  ^  2    n 
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Von  den  neun  Wendepunkten  sind  drei  reell 
und  liegen  auf  einer  Geraden  (Wendepunktslinie), 
die  iibrigen  sechs  sind  paarweiso  konjugiert-ima- 
ginar und  liegen  auf  drei  reellen  Geraden,  deren 
jede  durch  einen  der  drei  reellen  Wendepunkte 
geht  und  auGer  diesem  zwei  weitere  konjugiert- 
imagin'are  Wendepunkte  enthalt.  Diese  drei  reellen 
Wendepunktslinien  bilden  das  einzige  reelle  Wende- 
punktsdreiseit;  es  giebt  also,  indem  wir  zu  ihnen 
die  erste  Wendepunktslinie  hinzufugen,  nur  vier 
reelle  Wendepunktslinien,  die  iibrigen  acht  sind 
paarweise  konjugiert-imaginar,  namlich  durch  jeden 
der  drei  reellen  Wendepunkte  gehen  auGer  den 
beiden  reellen  Wendepunktslinien  noch  je  zwei 
konjugiert-imaginare  Wendepunktslinien,  was  zu- 
sammen  sechs  macht.  Das  letzte  Paar  zweier  kon- 
jugiert  -  imaginiirer  Wendepunktslinien  hat  zum 
reellen  Doppelpunkt  denjenigen  gegeniiberliegenden 
Eckpunkt  eines  VVendepunktsdreiseits,  von  welchem 
nur  eine  Seite  reell  ist,  auf  der  die  drei  reellen 
Wendepunkte  liegen,  und  die  beiden  andern  Seiten 
konjugiert-imaginar  sind. 

DaG  von  den  neun  Wendepunkten  einer  C(3)  mindestens 
einer  reell  sein  muG,  folgt  schon  daraus,  daG  ihre  Anzahl 
eine  ungerade  ist  und  sie  die  Durchschnittspunkte  der  beiden 
reellen  Kurven  (7|3)  und  i/(3)  sind;  doch  wird  der  strengere 
Nachweis  spater  (§  30)  geliefert  werden* 


*  Die  hier  gegebene  Ableitung  der  gegenseitigen  Lage  der  neun 
Wendepunkte  iBt  aus  einer  Bemerkung  von  A.  Clebsch  entsprungen 
in  seiner  Abhandlung:  ,,t)ber  einen  Satz  von  Steiner  und  einige 
Punkte  der  Theorie  der  Kurven  dritter  Ordnung"  (Borchardts  Journal 
f.  Math.  Bd.  63  S.  120).  Vergl.  auch  die  neuerdings  erschienene  In- 
augural-Dissertation von  A.  Witting:  „tTber  eine  der  Hesseschen 
Konfiguration  der  ebenen  Kurve  dritter  Ordnung  analoge  Konfiguration 
im  Raume"  (Dresden  1887). 
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§  29.    Beziehungen  zwischen  den  Wendepunkten,  den 

Wendetangenten  und  den  harmonischen  Polaren  der 

Wendepunkte. 

1.  Wir  haben  in  §  10,  l.  gesehen,  da6  die  neun  Durch- 
schnittspunkte  zweier  Kurven  dritter  Ordnung  eine  Gruppe 
von  neun  associierten  Punkten  bilden,  d.  h.  die  Eigen- 
schaft  besitzen,  dafi  jede  Kurve  dritter  Ordnung,  welche 
durch  acht  derselben  geht,  auch  durch  den  neunten  (not- 
wendigen)  Punkt  hindurchgehen  muB.  Da  nun  die  drei 
Seiten  des  einen  reellen  Wendepunktsdreiseits  (§  28,  5.)  eine 
spezielle  Kurve  dritter  Ordnung  bilden,  die  durch  die  Wende- 
punkte der  C(3)  hindurchgeht,  so  folgt: 

Die  neun  Wendepunkte  der  C(3)  bilden  eine 
Gruppe  von  neun  associierten  Punkten.     (S.  198.) 

Wir  haben  ferner  in  §  23,  6.  gesehen,  daB  fur  einen 
Wendepunkt  28  einer  C(3)  seine  konische  Polare  in  ein 
Linienpaar  ausartet,  dessen  einer  Teil  die  Tangente  £©  im 
Wendepunkt  und  dessen  anderer  Teil  eine  bestimmte  Gerade 
w,  die  harmonische  Polare  des  Wendepunkts  ist,  der  Ort 
der  vierten  harmonischen  Punkte  auf  alien  durch  2B  ge- 
zogenen  Strahlen,  welche  von  28  harmonisch  getrennt  werden 
durch  jedes  Paar  von  den  beiden  ubrigen  Schnittpunkten 
des  Strahles  mit  der  C(3).  (Diese  vierten  harmonischen 
Punkte  sind  immer  reell,  sobald  2B  reell  ist,  auch  wenn 
die  beiden  ubrigen  Schnittpunkte  des  Strahles  mit  der  (7(S; 
konjugiert-imaginar  sind.)  Auch  gilt  das  Umgekehrte: 
Wenn  fur  einen  Punkt  2$  der  C(3)  die  konische  Polare  in 
ein  Linienpaar  ausartet,  so  ist  SB  ein  Wendepunkt,  und  das 
Linienpaar  die  Wendetangente  tya  und  die  harmonische 
Polare  w. 

Da  nun  in  dem  Buschel  von  Kurven  dritter  Ordnung, 
dessen  neun  Grundpunkte  die  Wendepunkte  der  C(3)  sind, 
durch  jeden  Wendepunkt  2B  vier  Wendepunktslinien  gehen, 
welche  in  je  zwei  weiteren  Wendepunkten  der  C(3)  begegnen, 
so  liegen  die  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkte  auf 
der  harmonischen  Polare  w.     Fur  jede  andere  Kurve  dritten 
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Grades,  die  dem  Biischel  angehort,  bleibt  also  die  harmonische 
Polare  w  ungeandert,  folglich  mu8  auch  fur  diese  der  Punkt 
28  ein  Wendepunkt  sein,  weil  seine  konische  Polare  in  ein 
Linienpaar  ausartet,  also: 

Ftir  jede  Kurve  dritter  Ordnung  des  Buschels, 
dessen  Grundpunkte  die  neun  Wendepunkte  einer 
C(3)  sind,  sind  diese  Punkte  gleichzeitig  die  Wende- 
punkte derselben. 

Unter  den  Kurven  dieses  Buschels,  welches  ein  syzy- 
getisches  genannt  wird,  kommen  insbesondere  vier  Linien- 
tripel  vor,  die  Seiten  der  vier  Wendepunktsdreiseite,  sowie 
auch  die  Hessesche  Kurve  Hi?j)  (§  23,  6.). 

2.  Die  harmonische  Polare  w  eines  Wendepunktes  2B 
enthalt,  wie  wir  wissen,  die  Beruhrungspunkte  der  drei 
ubrigen  Tangenten  (auBer  der  Wendetangente  t%$  selbst), 
welche  sich  von  $8  an  die  C(3^  legen  lassen.  Ziehen  wir 
nun  durch  SB  zwei  beliebige  Strahlen,  welche  in  aat  und 
bbj  der  C(3)  noch  begegnen  mogen,  dann  wird  die  har- 
monische Polare  w  dadurch  zu  finden  sein,  daB  wir  die 
beiden  Punkte 

(ob,  a^i)  und  (abi,  ath) 

ermitteln,  deren  Verbindungslinie  bekanntlich  durch  die 
vierten  harmonischen  Punkte  zu  ac^  und  bbj,  dem  SS  zu- 
geordnet,  gehen  muB,  also  die  harmonische  Polare  w  ist. 

Lassen  wir  aber  dem  Strahle  !  aox  |  den  Strahl  |  bbt  | 
unendlich  nahe  rucken,  so  geht  |  ab  |  in  die  Tangente  fur  0, 
|  alhl  |  in  die  Tangente  fur  at  an  der  C(3)  fiber,  der  Schnitt- 
punkt  beider  Tangenten  liegt  also  auf  der  harmonischen 
Polare,  und  es  gilt  der  Satz: 

Zieht  man  durch  einen  Wendepunkt  2B  der  C(3) 
einen  ver'anderlichen  Strahl  und  in  den  beiden 
ubrigen  Schnittpunkten  desselben  mit  der  C(3)  die 
beiden  Tangenten,  so  bewegt  sich  der  Schnittpunkt 
derselben  auf  einer  Geraden,  der  harmonischen 
Polare  des  Wendepunktes  2B. 

Rucksichtlich  eines  Wendepunktes  besitzt  also  die  C(3) 
dieselbe    Eigenschaft,    wie    der    Kegelschnitt    rucksichtlich 

Schrater,  Theorie  der  ebenen  Kurven  3.  Ordn.  16 
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jedes     Punktes     der     Ebene     und     der     ihm     zugehorigen 
Polare. 

Zieht  man  insbesondere  durch  323  eine  Wendepunktslinie, 
welche  also  zwei  weitere  Wendepunkte  der  C(3)  enthalt,  so 
nriissen  die  Wendetangenten  derselben  sieh  auf  der  har- 
monischen  Polare  des  ersten   Wendepunkts  schneiden,   also: 

Der  Sclinittpunkt  zweier  Wendetangenten  liegt 
auf  der  harmonischen  Polare  des  dritten  Wende- 
punkts, in  welchem  die  Verbindungslinie  der  beiden 
ersten  Wendepunkte  der  C(3)  begegnet. 

Zieht  man  durch  einen  Wendepunkt  SB  der  C(3)  drei 
beliebige  Sekanten 

|SB2193  ,  |SB«'SB'|,  3B2T23"|, 
so  konnen  diese  als  eine  ausgeartete  Kurve  dritter  Ordnung 
aufgefaBt  werden;  die  neun  Durchschnittspunkte  derselben  mit 
der  C(3)  haben  nun  die  drei  Punkte  SB,  SB,  SB  (zusammen- 
fallend)  auf  einer  Geraden,  folglich  miissen  die  sechs  ubrigen 
auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  also: 

Zieht  man  durch  einen  Wendepunkt  einer  C'(3; 
drei  beliebige  Sekanten 

so  liegen  die  sechs  ubrigen  Durchschnittspunkte 
derselben  mit  der  6,(3)  auf  einem  Kegelschnitt, 
dessen  Polare  von  dem  Punkte  3B  die  harmonische 
Polare  des  Wendepunkts  SB  ist. 

Liegen  insbesondere  %t  %',  SI"  auf  einer  Geraden,  so 
miissen  auch  S3,  S3',  93"  auf  einer  Geraden  liegen.  Hieraus 
ergiebt  sich  der  Satz: 

Schneidet  eine  beliebige  Gerade  die  C(3)  in  den 
drei  Punkten  %,  21',  $1"  und  werden  dieselben  mit 
einem  Wendepunkt  SB  durch  drei  Strahlen  ver- 
bunden,  so  liegen  deren  dritte  Schnittpunkte  auf 
einer  zweiten  Geraden,  und  der  Schnittpunkt  dieser 
beiden  Geraden  ist  ein  Punkt  der  harmonischen 
Polare  des  Wendepunkts  SB. 

3.  Ist  SB  ein  Wendepunkt  der  C(S)  und  w  seine  har- 
monische Polare,    so    wird    fur    einen    durch   SB    gezogenen 
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Stralil  |  3332(58  die  Tangente  in  2(  die  Gerade  w  in  dem- 
selben  Punkte  $  treffen,  wie  die  Tangente  in  18,  wie  wir 
in  2.  gesehen  haben;  also  wird  auch  umgekehrt,  wenn  von 
einem  Punkte  $  der  Geraden  w  eine  Tangente  |  $2(  |  an 
die  C'3)  geht,  noch  eine  zweite  Tangente  |  $93  |  an  dieselbe 
gehen  lniissen,  so  daB  die  Beriihrungssebne  |  2(93  |  durch  333 
geht.  Geht  aus  $  noch  eine  andere  Tangente  |$2('|  an 
die  C(3),  so  wird  auch  noch  eine  weitere  Tangente  |  $93'| 
an  die  Cc3)  gehen,  sodaB  |2('93'|  ebenfalls  durch  353  geht, 
und  geht  endlich  aus  $  noch  eine  dritte  Tangente  |  $21"  | 
an  die  C(S),  so  wird  noch  eine  andere  Tangente  |  $93"|  an 
dieselbe  gehen,  sodaB  |2I"93"|  audi  durch  323  geht.  Die 
sechs  Tangenten,  welche  sich  im  allgemeinen  aus  einem 
Punkte  $  der  Geraden  iv  an  die  6'<3)  legen  lassen,  zerfallen 
also  in  drei  Paare 

|$2(  und|$93j,  |$2T|und  $93'  |,  |  $21"  |  und  |$93"|, 
und  die  drei  Beriihrungssehnen 

1*81,    |»'8'|,    |5X"33"| 
gehen  durch  denselben  Punkt  333. 

Da  nun,  wie  wir  wissen,  die  sechs  Punkte  21,  33,  2(',  93', 
21",  58"  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  miissen  (2.),  der  die 
konische  Polare  $(2)  des  Punktes  $  ist,  so  bilden  die  vorigen 
drei  Strahlenpaare  eine  Strahlenin volution,  deren  Doppel- 
strahlen  die  beiden  Geraden  |  $333  |  und  w  sind.  Fiir  diesen 
Kegelschnitt  sind  also  333  und  w  Pol  und  Polare.  Wir 
konnen  also  den  Satz  aussprechen: 

Fiir  alle  Punkte  $  der  harmonischen  Polare  w 
eines  Wendepunkts  333  bilden  die  konischen  Polaren 
$(2)  ein  Kegelschnittbuschel,  welches  333  und  iv  ge- 
meinsam  zu  Pol  und  Polare  hat.  Die  geraden  Po- 
laren fiir  alle  Punkte  $  von  iv  laufen  daher  samt- 
lich  durch  den  Wendepunkt  253. 

4.  Aus  der  Konfiguration  der  Wendepunkte,  Wende- 
punktslinien  und  Wendepunktsdreiseite,  wie  wir  sie  in 
§  28,  4.  zusammengestellt  haben,  lassen  sich  nun  auch  die 
harmonischen    Polaren    der    neun    Wendepunkte    herstellen 

16* 
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vermittelst    der    Eigenschaften    des    vollstandigen    Vierecks. 
Da  namlich  durch   933}   die  beiden  Strahlen 

gehen,  so  nitissen  in  dem  vollstandigen  Viereck 

as?®*®;©} 

die  beiden  Diagonalpunkte 

(mm,  m®i)  -(*.,».), 

verbunden    die    harmonische    Polare    des   Wendepunkts    933} 
geben,  weil  sie  zwei  Punkte  von  demOrte  aller  vierteu  harmo- 
niscben  Punkte  auf  den  durch  933}  gezogenen  Strahlen  sind. 
Diese    Punkte    (w2tf3),    (t?2%)    sind    aber    gleichzeitig    zwei 
Ecken  von  Wendepunktsdreiseiten,  deren  wir  die  vier  haben 

51S2^3>        hh'$>       *'lW2^3>       l\V2lS- 

Bezeichnen    wir    daher    die    zwolf    Ecken    dieser    vier 
Wendepunktsdreiseite 

(s2s3)  =  @i,     (¥s)  =  %,     («*%)-  %>     (^s)  =  #u 
(Vi)  — ®a>     (44)  —  $,,     0'8w1)  =  U2,     (vsvl)  =  'i8i, 

(SiO-  @3,       (44)  ^i*       (W1«2)  =  W3;       KO  =  ^3> 

so  werden  sich   aus  diesen  zwolf  Punkten  zu  je  vieren  die 
harmonischen  Polaren 


IV. 


der  Wendepunkte  933 '.  zusammeusetzen  lassen,  wie  folgt 
tw\  =  \  ©^U^  ,    iv\  =  |  g^UAl,    w\  =  j  ©1X3U3^  , 
t^H€*3*a*8*|,   ^=i@2X2U19S2|,   «;23  =  ; ©2^3^93,  , 

US  H  ©3^lU2»2  i,      US  -  I  ©3^2 U,®1  I,      «*  "  |  ©AU  ©8    . 

Hieraus    gehen   aber   wieder  die  zwolf  Punkte  ©,,  £,-, 
U,-,  93,-  in  der  Weise  hervor 


©t=  (wj^wf), 

©8—  (Wj«4«?), 
©3=  (w\w\w\), 


£2  =  (wf  w^w*), 

.    ^3=K^2M'3); 
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^1  =  (wl  wlwD) 


I  1*,  =  <>»!!), 

J  U2  =  {w\ w\w\), 
I  U3  —  (w\  w\  w\ ), 

Dies  laBt  sich  in  Worten  folgendermaBen  aussprechen: 

Die  neun  harmonischen  Polaren  der  Wende- 
punkte  einer  G''3)  gehen  zu  je  dreien  durch  die  zwolf 
Ecken  der  vier  Wendepunktsdreiseite,  sodaB  jede 
harmonische  Polare  vier  von  den  Ecken  der  Wende- 
punktsdreiseite enthalt.  Die  harmonischen  Polaren 
solcher  drei  Wendepunkte,  welche  auf  einer  Geraden 
(Wendepunktslinie)  liegen,  schneiden  sich  allemal 
in  einem  Punkte,  namlich  in  der  Gegenecke  des- 
jenigen  Wendepunktsdreiseits,  von  welcheni  jene 
Gerade  eine  Seite  ist.  Die  neun  harmonischen  Po- 
laren bilden  eine  ganz  analoge  Konfiguration,  wie 
die  Wendepunkte  selbst,  indem  nur  die  eine  der 
andern  dual  gegenubersteht.  Der  Zusammenhang 
beider  Konfigurationen  ist  derartig,  daB  die  Wende- 
punktsdreiseite der  ursprunglichen  Konfiguration 
identisch  zusammenfallen  mit  den  analogen  Drei- 
ecken  der  dual  gegentiberstehenden,  indem  die 
Ecken  dieser  vier  Dreiecke  die  Gegenecken  jener 
vier  Dreiseite  sind. 

Hieraus  folgt  denn  auch,  daB  die  neun  harmonischen 
Polaren  hinsichtlich  ihrer  Realitat  und  gegenseitigen  Lage 
sich  genau  ebenso  verhalten,  wie  die  Wendepunkte  selbst, 
also  z.  B.: 

Die  drei  harmonischen  Polaren,  welche  durch 
eine  Ecke  eines  Wendepunktsdreiseits  gehen,  bil- 
den mit  den  beiden  Seiten  des  Dreiseits  in  dieser 
Ecke  ein  aquianharmonisches  System  von  fiinf 
Strahlen,  indem  die  drei  ersteren  die  cyklisch-pro- 
jektiven  Elemente  und  die  beiden  letzteren  die 
Doppelelemente  des  Systems  sind. 

5.  Betrachten  wir  ein  Wendepunktsdreiseit  und  eine  der 
ubrigen  Wendepunktslinien,  z.  B. 
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s1}  s2,  s3  und  t1} 

so  bilden  dieselben  ein  vollstandiges  Vierseit,  dessen  drei 
Paar  Gegenecken  sind 

@t  und  i 

die  Strahlenpaare,  welche  von  %L  nach  diesen  drei  Paar 
Gegenecken  gehen,  bilden  bekanntlich  eine  Strahleninvolution, 
deren  Strahlenpaare  sind 


w\ 

und 

\%&\  , 

w\ 

» 

^3S!  , 

w\ 

» 

IMHli 

die  G  erade   tt  = 

Wv 

233. 

r®ll 

wird   also   von   den 

drei 

har- 

monischen  Polaren  u 

i  ? 
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xi  in  solchen 

drei  Punkten 

ge- 

troffen,    welche 

konj 

ugiert  sind  den  Punkten  323 } , 

a»i, 

W% 

und    mit     diesen    drei     Punktepaare     eine     Punktinvolution 
bilden,  also: 

Eine  Wendepunktslinie,  welche  drei  Wende- 
punkte  enthalt,  wird  von  den  drei  harmonischen 
Polaren  derselben  in  drei  neuen.  Punkten  getroffen; 
die  drei  Punktepaare  gehoren  einer  Involution  an. 

Diejenigen  neun  Punkte,  in  welchen  die  Tangenten  der 
Wendepunkte  (Wendetangenten)  von  den  ihnen  zugehorigen 
harmonischen  Polaren  getroffen  werden,  liegen  bekanntlich  auf 
der  Hesseschen  Kurve  H(z\  weil  sie  die  Doppelpunkte 
solcher  Linienpaare  sind,  in  welche  die  konischen  Polaren 
der  Wendepunkte  ausarten;  und  es  sind  immer  ein  Wende- 
punkt  S33  und  der  Schnittpunkt  (%,  iv)  ein  Paar  konjugierte 
Punkte  fiir  die  H™. 

Wir  haben  aber  gesehen,  daB  die  Wendepunkte  der  C(3) 
gleichzeitig  Wendepunkte  der  Hin)  sind  und  daB  ein  Wende- 
punkt  der  #(3)  ein  solcher  Punkt  ist,  welcher  gleichzeitig 
Tangentialpunkt  fiir  seinen  konjugierten  Punkt  ist.  Hieraus 
folgt,  daB  der  Wendepunkt  203  Tangentialpunkt  sein  inuB 
zu  dem  Schnittpunkte    (%,  iv)    fiir   die  H*®,   also   inuB    die 
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Tangente  fa  die  Hessesche  Kurve  Hi3\  in  diesem  Schnitt- 
punkte  (tin,  tv)  beruhren.  ~  Daher  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  Wendetangenten  der  C{3)  beruhren  ihre  if(3) 
in  denjenigen  Punkten,  in  welchen  jede  Wende- 
tangente  von  der  harmonischen  Polare  ihres  Wende- 
punkts  getroffen  wird. 

Die  Hessesche  Kurve  I?(3)  und  die  Cayleysche  Kurve 
K^  stehen  in  derselben  Beziehung  zueinander,  wie  die 
fruher  von  uns  betrachtete  urspriingliche  Kurve  C(3)  und 
die  zu  ihr  gehorige  $(3)  (§  7,  5.). 

Die  Kurven  H(Z)  und  2£(3)  beruhren  sich  also-  in 
den  neun  Punkten,  in  welchen  sie  sich  begegnen, 
niimlich  in  den  konjugierten  Punkten  zu  den  Wende- 
punkten der  H(3\  welche  zugleich  die  Wendepunkte 
der  C<3)  sind. 

Die  zu  den  geineinschaftlichen  Tangenten  der  i?(3)  und 
KlSi  in  ihren  neun  Beruhrungspunkten  konjugierten  Tan- 
genten sind,  wie  wir  wissen,  die  Rxickkehrtangenten  der 
7f(3).  Da  nun  die  Wendetangenten  der  C(3>  in  denjenigen 
Punkten  beruhren,  in  denen  sich  i/(3)  und  jBT(3)  begegnen, 
und  die  konjugierten  Tangenten  zu  den  Wendepunkten  der 
C(3)  fur  die  X(3)  die  harmonischen  Polaren  w  der  Wende- 
punkte 9$  sind,  so  schlieBen  wir: 

Die  harmonischen  Polaren  w  der  Wendepunkte 
2B  einer  C'(3)  sind  die  Riickkehrtangenten  der  Cay- 
leyschen  Kurve  i£(3),  und  die  Beruhrungspunkte 
(Riickkehrpunkte  der  K^3))  derselben  sind  diejenigen 
neun  Punkte,  in  welchen  die  Wendetangenten  %  der 
0(3)  von  den  harmonischen  Polaren  ihrer  Wende- 
punkte getroffen  werden. 

Hieraus  folgt  auch  eine  Bestatigung  der  schon  vorhin 
(4.)  gemachten  Bemerkung,  da6  die  neun  harmonischen  Po- 
lare n  eine  analoge,  nur  dual  gegeniiberstehende  Konfiguration 
bilden,  wie  die  neun  Wendepunkte  selbst,  weil  die  beiden 
Kurven  i7(;;)  und  7T(3)  einander  dual  gegeniiberstehen  und 
den  Wendepunkten  der  H{3)  die  Riickkehrtangenten  der  KiS) 
gegeniiberstehen. 
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6.  Nehmen  wir  einen  beliebigen  Wendepunkt  der  C'(3) 


und  moge  seine  harnionische  Polare  die  Wendetangente  fiir 
333  i  in  dem  Punkte  ^k 

schneiden,  dann  sind  2B(.  und  9$.  nicht  allein  ein  Paar  kon- 
jugierter  Punkte  der  Hesseschen  Kurve  H^\  sondern  es  ist 
auch  333.  der  Tangentialpunkt  zu  ty..  Da  man  nun  durch 
zwei  solcher  Paare  konjugierter  Punkte  allemal  ein  drittes 
Paar  konjugierter  Punkte  ableitet,  so  gelangt  man  zu  einem 
innigen  Zusammenhange  zwischen  den  Punkten  323 .  und  ^5  . 
(i,  k  =  1,  2,  3),  z.  B.  aus  323  {  und  333,,  deren  konjugierte 
$}  und  $*   sind,  folgt 

(2Bj333^1^)  =  2B:;, 
woraus  hervorgeht,  da8  je  drei  Punkte 

|BiVI9|l>  !»S«*]N»    8Bf¥!¥?l 

auf  einer  Geraden  liegen  miissen. 

Wir  erhalten  hierdurch  im  ganzen  36  Gerade,  deren 
jede  zwei  Punkte  ^3  und  einen  Wendepunkt  3$  enth'alt,  was 
aus  folgendem  Schema  hervorgeht: 

|®i¥!$;i,  |®f?i?||,  i®ir.m 
l»!?5KI,   l»!*SWI,   l®5$i$l:, 

i®;?i*;i,    ®;*i¥;:,  i®;*i*2; 

|»i9MKI,  l®!*5*J.,  ®;$W, 

|®S¥S¥}!,  |®f¥im  |«5f!»!!» 

l»i*i*ii,  l»'!f??!li  ©J*!??l; 

I®;*;*;.,  ®!*;*ji,  i  »?*;*!  i, 

l®;*;¥ll,  :®;¥i^;,  l»i»s«l, 

h»:»}*su  ■®j*;^r,  h»:w?ib 

I®!?;?;.,  |*?WW|,  ['*!*{*!  I» 
|®!¥5*i',  ®5¥i$!,  ,®!¥!?;, 
I »!*;*;',   :®J*;$!!,    :®i$!¥i  ; 
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von  diesen  36  Geraden  gehen  durch  jeden  der  neun  Wende- 
punkte  vier,  dagegen  durch  jeden  der  neun  Punkte  9$*  acht 
Gerade,  namlich  seine  Verbindungslinien  mit  den  acht  ubrigen 
^  (. ;  die  36  Geraden  sind  daher  die  '---^  =  36  Verbindungs- 
linien je  zweier  der  neun  Punkte  S$ .  ',  und  wir  konnen  sagen: 
Jede  Verbindungslinie  zweier  Punkte  tyk  auf 
der  H(Z)  trifft  dieselbe  zum  dritten  Mai  in  einem 
Wendepunkte  derselben,  welcher  zugleich  ein  Wende- 
punkt  der  Fundamentalkurve  C(3)  ist.  Diese  36  Ver- 
bindungslinien schneiden  sich  zu  je  vier  in  den 
neun  Wendepunkten  der  0(3). 

Wir  konnen  demgem'aB  das  vorige  Tableau  auch  kurzer 
so  darstellen: 


m 

*; 

91 

$; 

¥5 

$3   *S   w 

$5 

m 

•     2B3  SS^SS^  SS3iS2S^3gi  gngsj  2^^ 

w 

mi  s&i'v&i 

*     2B3  SK*  393}   SB3 '  SBJ 

Ws 

2BJ|sb;|sbj  sbj 

2B3 

as;   *  i  ss3| 

a*S 

*! 

2B3 

*     2SJJ2B3 

m 

»i|»;|»;|»j 

%l 

m 

m 

»l|»;   *  iss^jsB3  as; 

®j 

w 

as3  m 

sb;|sb; 

sb;  sbj:sb;|  * 

®i 

W 

ssi   • 

»J|®} 

SS3  88&!|83* 

SB^ 

Wt 

m\ 

as3  >  as* :  as*;  *   as;  ss;ss3 

¥5 

w2  aB;|aB;|2B; 

851 1  ©J  SB;|SBi 

* 

wo  die  Verbindungslinie  zweier  ty'  aus  einer  beliebigen 
Horizontal-  und  Vertikalreihe  genommen  den  betreffenden 
Wendepunkt  933."  aufweist,  der  auf  dieser  Geraden  liegt. 

7.  Ferner  wissen  wir,  daG  wenn  drei  Punkte  einer  Kurve 
dritten  Grades  HV3)  auf  einer  Geraden  liegen,  ihre  drei  kon- 
jugierten  Punkte  derartig  beschaffen  sind,  daB  in  ihnen  ein 
Kegelschnitt  die  H{S}  dreimal  beruhren  kann,  oder  anders 
ausgedruckty  daB  sie  ein  Tripel  von  Punkten  der  H{3)  bilden; 
aus  der  Lage   der  Wendepunkte  923.   schlieBen  wir  also  auf 


250  Theorie  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung. 

die  Lage  der  Punkte  *>$.   (i}  I  ;  —  t,  2,  3),  welche  sich  so  zu 
zwolf  Tripeln  ordnen 


Da  die  seclis  Punkte  zweier  beliebigen  Tripel  allenial 
auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  so  liegen  die  neun  Punkte 
?$.  66mal  (=  -py)  zu  je  sechs  auf  einem  Kegelschnitt. 

Es  bilden  aucb  noch  auf  andere  Weise,  nainlicli  iminer 
zwei  Wendepunkte  und  der  zu  deni  dritten  auf  ihrer  Ver- 
bindungslinie  liegenden  Wendepunkt  konjugierte  Punkt  ein 
Tripel,  z.  B. 

/  sbj2b*$; 

U.  S.  f.  »        »  x-» 

Wir  erhalten  also  auf  diese  Weise  12.3  =  36  neue 
Tripel,  und  wenn  wir  diese  untereinander  oder  mit  den 
vorigen  zu  je  zweien  verbinden,  so  erhalten  wir  Kegel- 
schnitte,  welche  entweder  vier  Wendepunkte  und  zwei  Punkte 
ty.  oder  zwei  Wendepunkte  und  gewisse  vier  Punkte  9$. 
enthalten,  woraus  eine  groBe  Menge  neuer  Kegelschnitte 
hervorgeht. 

§  30.   Tiber  den  Zusanimenhang  der  Punkte  eincr  C(3) 
mit  ihren  zugehorigen  Taiigentialpunkten. 

1.  Wir  haben  uns  iiber  die  Lage  und  Realitat  der 
Wendepunkte  einer  C(3)  (§§  28  und  29)  orientiert  unter  der 
Voraussetzung,  da6  die  Kurve  niindestens  einen  reellen 
Wendepunkt  habe.  Der  Nachweis  hierfiir  soil  jetzt  nach- 
traglich  geliefert  werden  durch  die  Untersuchung  des  Zu- 
sammenhanges  zwischen  den  Punkten  der  C{3)  und  ihren 
zugehorigen  Tangentialpunkten. 
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Aus  den  allgemeinen  Betrachtungen  in  §  16  geht  her- 
vor,  dafi  zunachst  bei  der  einziigigen  C(3),  wenn  wir  in 
einem  Punkte  C  derselben  die  Tangente  (%  ziehen,  welche 
zum  dritten  Mai  in  D',  dem  zu  £)  gehorigen  Tangential- 
punkte,  der  C(3)  begegnet,  bei  der  Veninderung  von  D  liings 
des  ganzen  kontinuierlich  zusammenhiingenden  Zuges,  auch 
der  Punkt  C  langs  desselben  sich  fortbewegen  wird. 

Der  Punkt  £'  durchlauft  aber  den  Zug  zweimal,  wah- 
rend  D  ihn  einmal  durchlauft,  weil  aus  jedem  Punkte  des 
Zuges  zwei  und  nur  zwei  reelle  Tangenten  an  denselben 
gehen.  Halten  wir  namlich  einen  Punkt  C^  der  C(3)  fest 
und  legen  aus  ihm  die  beiden  reellen  Tangenten  an  dieselbe, 
welche  in  Dx  und  D2  beriihren,  so  teilen  die  beiden  Punkte 
D,  und  D2  den  ganzen  kontinuierlich  zusammenhangenden 
Zug  in  zwei  Gebiete;  wahrend  der  Punkt  D  das  eine  der- 
selben durchlauft  von  Ol  bis  D3,  wird  der  zugehorige  Tan- 
gentialpunkt  von  0'0  ausgehend  wieder  nach  £)'0  zuriick- 
kehren,  indeni  er  den  ganzen  Zug  durchlauft,  und  wenn  D 
das  andere  Gebiet  von  02  nach  Ox  durchlauft,  wird  der 
zugehorige  Tangential  punkt  C  nochmals  von  O'0  ausgehend 
den  ganzen  Zug  durchlaufen  und  wieder  nach  D„  zuruck- 
kehren. 

Urn  diese  Behauptung  zu  rechtfertigen,  wollen  wir  das 
eine  Gebiet  des  Zuges  zwischen  Dx  und  D2  das  Gebiet  (A) 
und  das  ubrige  von  02  bis  Dx  das  Gebiet  (B)  nennen. 

Wenn  nun  ein  veranderlicher  Punkt  36  auf  dem  Zuge 
das  eine  Gebiet  (A)  von  Cx  nach  C2  kontinuierlich  durch- 
lauft, so  muB  der  zugehorige  Tangentialpunkt  36'  von  £)(' 
ausgehend  wieder  nach  £)('  zuruckkehren,  also  entweder  den 
ganzen  Zug  kontinuierlich  durchlaufen  oder  nur  einen  Teil 
desselben  und  dann  wieder  umkehren,  una  nach  €)q  zuruck- 
gelangen  zu  konnen;  wenn  aber  X'  etwa  nur  bis  X'0  gelangte 
und  dann  wieder  umkehrte,  so  wiirde  er  die  von  ihm  durch- 
laufenen  Punkte  des  Zuges  zweimal  erreichen,  die  ubrigen 
gar  nicht,  d.  h.  aus  jenen  Punkten  des  Zuges  gingen  zwei 
reelle  Tangenten  an  denselben,  aus  diesen  kerne;  lassen  wir 
dann   den   veriinderlichen   Punkt   36    das    ubrige    Gebiet   {B) 
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durchlaufen,  so  konnen  wiederum  zwei  Falle  eintreten,  der 
zugehorige  Tangentialpunkt  £'  durchlauft  entweder  von  £5(' 
ausgehend  den  ganzen  Zug,  was  nicht  moglich  ware,  weil 
er  dann  auch  das  friihere  Stuck  nochmals  durchlaufen  miiBte, 
welches  alle  Punkte  enthielte,  aus  denen  drei  Tangenten  an 
die  C(8)  gingen,  .  oder  zweitens  der  Punkt  32'  lauft  von  €)'0 
ausgehend  nur  ein  Stuck  auf  dem  noch  freien  Teile  des  Zuges 
und  kame  umkehrend  wieder  nach  D,J  zuriick.  Dies  ist  aber 
auch  nicht  moglich;  derm  sonst  blieben  offenbar  auf  dem 
Zuge  Punkte  lib  rig,  die  keinmal  von  26'  erreicht  wiirden, 
aus  denen  also  keine  reelle  Tangente  an  den  Zug  ginge. 
Hieraus  folgt,  daB  die  friihere  Annahme  unzutreffend  ist; 
vielmehr  wird  in  der  That,  wahrend  3£  das  Gebiet  (^4) 
kontinuierlich  durchlauft,  der  zugehorige  Tangentialpunkt 
3£'  den  ganzen  Zug  kontinuierlich  durchlaufen,  ohne  seine 
Bewegungsrichtung  umzukehren,  von  C^  ausgehend  und  nach 
£)'0  wieder  zuriickkehrend;  und  wahrend  36  das  iibrige  Ge- 
biet (B)  durchlauft,  wird  sein  Tangentialpunkt  3t'  dieselbe 
Bewegung  zum  zweiten  Mai  ausfuhren. 

2.  Nun  liegt  der  den  beiden  Punkten  Ot  und  £>2  ge- 
meinschaftliche  Tangentialpunkt  Q'0  entweder  in  dem  Ge- 
biete  (.4)  oder  in  dem  Gebiete  (B)  des  Zuges.  Liegt  der 
Punkt  D„  in  dem  Gebiete  (B),  so  muB,  wenn  32  das  Ge- 
biet (A)  durchlauft,  der  Tangentialpunkt  36'  um  von  0'0  aus- 
gehend und  ohne  seine  Bewegungsrichtung  andern  zu  konnen, 
nach  0„  zuriickkehrend  notwendig  das  ganze  Gebiet  (A) 
durchstreifen,  mithin  auch  mindestens  einmal  mit  32  zu- 
sammentreffen  auf  diesem  Gebiete.  Wenn  ein  Punkt  der 
C,(3)  mit  seinem  zugehorigen  Tangentialpunkt  zusammentrifft, 
so  wird  er  offenbar  ein  Wendepunkt  der  Kurve. 

Liegt  also  £>„  auf  dem  Gebiete  (B),  so  enthalt  das  Ge- 
biet (A)  mindestens  einen  reellen  Wendepunkt,  und  liegt 
umgekehrt  DJ  auf  dem  Gebiete  (A),  so  enthalt  notwendig 
das  Gebiet  (B)  mindestens  einen  reellen  Wendepunkt  der 
Kurve. 

Unter  alien  Umstanden  enthalt  also  der  ganze  Zug  der 
einziigigen  C(3)  mindestens    einen    reellen    Wendepunkt; 
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daraus  folgt  aber,  wie  wir  in  §  28  gesehen,  die  Realitat 
dreier  und  alles  Ubrige.  Ein  Wendepunkt  der  Cl3)  hat  die 
charakteristisehe  Eigenschaft,  drei  unendlich  nahe  aufeinan- 
der  folgende  Punkte  1,  2,  3  der  Kurve  und  die  Wende- 
tangente  in  demselben,  zwei  aufeinander  folgende  unendlich 
nahe  Tangenten  1 2  |  und  |  2  3  |  zu  vereinigen.  Fiir  die 
Tangente  |  12  |  ist  3  der  zugehorige  Tangentialpunkt,  fiir 
die  Tangente  2  3  |  wird  1  der  zugehorige  Tangentialpunkt. 
Jndem  beim  Durchgange  durch  den  Wendepunkt  Beruhrungs- 
punkt  und  Tangentialpunkt  zusammenfallen,  wird  also,  wenn 
der  Beruhrungspunkt  die  Bewegungsrichtung  von  1  durch  2 
nach  3  einschlagt,  der.  zugehorige  Tangentialpunkt  die  Be- 
wegungsrichtung von  3  durch  2  nach  1,  d.  h.  die  entgegen- 
gesetzte  Bewegungsrichtung  einschlagen  miissen.  Da  nun, 
wie  wir  gesehen  haben,  bei  der  Bewegung  eines  Punktes 
langs  des  ganzen  kontinuierlichen  ( im  Unendlichen  zusammen- 
hangenden)  Zuges  in  einer  bestimmten  Bewegungsrichtung 
mit  seiner  Tangente,  auch  der  zugehorige  Tangentialpunkt 
eine  bestimmte  Bewegungsrichtung  einschlagt  und  dieselbe 
nicht  unikehren  kann,  so  wird  uberhaupt,  wie  ( dies  beim 
Durchgange  durch  den  Wendepunkt  der  Fall  ist,  bei  kon- 
tinuierlicher  Bewegung  der  Tangente  langs  des  Zuges,  der 
Tangentialpunkt  die  entgegengesetzte  Bewegungsrichtung 
haben,  wie  der  Beruhrungspunkt. 

Da  nun  die  Punkte  Dx  und  02,  welche  denselben  Tan- 
gentialpunkt €)'0  haben,  den  ganzen  Zug  in  die  beiden  Ge- 
biete  (A)  und  (B)  zerlegen,  so  wird,  falls  der  Punkt  OJ  auf 
dem  Gebiete  (B)  liegt,  wenn  der  Punkt  X  das  Gebiet  (A) 
von  Dj  nach  £)2  durchlauft,  der  Tangentialpunkt  X'  in  ent- 
gegengesetzter  Bewegungsrichtung  das  Gebiet  von  D2  nach 
Oj  durchlaufen,  also  nur  einmal  mit  dem  Punkte  X  zu- 
sammentreffen  konnen;  das  Gebiet  (jB)  dagegen  wird  durch 
den  Punkt  C„  in  zwei  Teile  zerlegt,  zwischen  €^  und  Ox 
und  zwischen  D'0  und  £)2;  in  jedem  der  beiden  Teile  mu8 
der  Punkt  X  seinem  in  entgegengesetzter  Richtung  laufenden 
Tangentialpunkte  £'  einmal  begegnen.  Es  liegen  also  auf 
dem  Gebiete  (B)  zwei  Wendepunkte,  auf  dem  Gebiete  {A) 
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ein  Wendepunkt,  und  dies  sind  die  drei  einzig  reellen 
Wendepunkte  (welche  in  gerader  Linie  liegen).  In  dem 
andern  Falle,  wenn  £),'  auf  dem  Gebiete  (A)  liegt,  ist  es 
gerade  umgekehrt. 

Die  Punkte  D,  und  D2  sind  konjugierte  Punkte  der 
einziigigen  C(3),  weil  sie  denselben  Tangentialpunkt  haben, 
und  zwar  des  einzigen  Systems,  welches  auf  ihr  reell 
existiert.     Wir  schlieBen  also: 

Zwei  konjugierte  Punkte  der  einziigigen  C(3)  zer- 
legen  den  ganzen  kontinuierlichen  (im  Unendlichen 
zusammenh'angenden)  Zug  derselben  in  zwei  Ge- 
biete, deren  eines  den  gemeinsamen  Tangential- 
punkt enthalt.  Auf  dem  Gebiete,  das  diesen  nicht 
enthalt,  liegt  allemal  nur  ein  reeller  Wendepunkt 
der  C"3>;  das  andere  Gebiet  wird  durch  den  Tangen- 
tialpunkt in  zwei  Teile  zerlegt,  deren  jeder  einen 
reellen  Wendepunkt  enthalt.  Dies  sind  die  drei 
einzig  reellen  Wendepunkte  der  einziigigen  C(3). 

Wir  bemerken  noch,  daB  bei  der  einziigigen  C'(3)  wah- 
rend  der  Bewegung  einer  Tangente  langs  des  kontinuier- 
lichen Zuges  Beriihrungspunkt  und  Tangentialpunkt  immer 
entgegengesetzte  Bewegungsrichtung  haben,  wie  wir  ge- 
sehen  haben;  dagegen  haben  zwei  konjugierte  Punkte  immer 
dieselbe  Bewegungsrichtung  auf  dem  Zuge.  Derm  mit 
einem  Punkte,  der  sich  kontinuierlich  auf  dem  Zuge  in 
einer  bestimmten  Bewegungsrichtung  fortbewegt,  wird  sich 
auch  der  konjugierte  Punkt  in  bestimmter  Bewegungsrichtung 
kontinuierlich  fortbewegen,  ohne  dieselbe  umkehren  zu 
konnen. 

Wenn  diese  beiden  Bewegungsrichtungen  entgegenge- 
setzt  waxen,  so  miiBten  sich  daher  notwendig  die  beiden 
konjugierten  Punkte  einmal  begegnen,  also  zusammenfallen, 
was  bei  einer  C(3)  ohne  Doppelpunkt,  wie  wir  sie  voraus- 
setzen,  nicht  moglich  ist.  Teilt  also  einmal  ein  Paar  kon- 
jugierter  Punkte  D1;  D2  den  Zug  in  die  Gebiete  (A)  und  (B), 
so  hat  jeder  Punkt  auf  dem  Gebiete  (A)  seinen  konjugierten 
Punkt  auf  dem  Gebiete  (B)  und  umgekehrt. 
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3.  Bei  der  zweizugigen  C'(3),  welche  aus  einem  paaren 
Zuge  (Oval)  und  einem  unpaaren  Zuge  (Serpentine)  besteht, 
wird  jede  Tangente  des  paaren  Zuges  ihren  Tangentialpunkt 
auf  dem  unpaaren  Zuge  haben;  es  kann  also  niemals  ein 
Beriihrungspunkt  auf  einer  Tangente  des  paaren  Zuges  mit 
seinem  Tangentialpunkt  zusammenfallen,  und  daner  auch 
niemals  ein  Wendepunkt  auf  dem  paaren  Zuge  liegen.  Da- 
gegen  hat  jeder  Punkt  des  unpaaren  Zuges  seinen  Tangen- 
tialpunkt wieder  auf  dem  unpaaren  Zuge;  die  reellen  Wende- 
punkte  der  zweizugigen  C(3)  konnen  also  nur  auf  dem  un- 
paaren Zuge  liegen.  Da  nun  durch  jeden  Punkt  des  un- 
paaren Zuges  zwei  reelle  Tangenten  an  den  paaren  Zug 
gehen,  welche  hier  nicht  in  Betracht  kommen,  und  zwei 
reelle  Tangenten  an  den  unpaaren  Zug  gehen  (§  16),  wie 
bei  der  einzugigen  C(3),  so  findet  hier  fur  den  un- 
paaren Zug  der  zweiziigigen  C(3)  genau  dasselbe  Verh'altnis 
statt  wie  vorhin  bei  der  einzugigen,  nur  mit  dem  Unter- 
schiede,  da6  die  Beriihrungspunkte  des  aus  einem  Punkte 
des  unpaaren  Zuges  an  denselben  gehenden  Tangentenpaares 
nur  in  einem  der  drei  Systeme  konjugierter  Punkte  auf  der 
zweizugigen  C(3)  enthalten  sind.  Das  Ergebnis  der  Unter- 
suchung  riicksichtlich  der  Ermittelung  der  drei  reellen 
Wendepunkte  bleibt  aber  bestehen,  namlich: 

Eine  zweiziigige  0(3)  hat  ihre  drei  reellen  Wende- 
punkte nur  auf  dem  unpaaren  Zuge;  aus  einem  be- 
liebigen  Punkte  D  desselben  gehen  zwei  reelle 
Tangenten  an  ihn,  welche  in  £>l  und  02  beriihren 
und  den  Zug  in  zwei  Gebiete  zerlegen,  deren  eines 
den  Punkt  O  enthalt;  dasjenige,  welches  ihn  nicht 
enthalt,  hat  einen  reellen  Wendepunkt,  das  andere 
zwei  reelle  Wendepunkte,  deren  einer  auf  dem 
Teile  zwischen  D  und  D,,  der  andere  auf  dem  Teile 
zwischen  D  und  D2  liegt.* 

*  Vergl.  H.  Durege:  „Uber  die  Formen  der  Kurven  dritter 
Ordnung",  Borchardta  Journal  f.  Math.  Bd.  75,  S.  153. 
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§  31.  Das  Steinersche  Schliefsungsproblera 
fiir  die  C&K 

1.  In  einer  am  27.  November  1845  in  der  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin  gehaltenen  Vorlesung  stellte 
Steiner*  einige  Satze  iiber  die  Kurve  dritter  Ordnung  auf, 
welche  wenig  Beach tung  fanden,  bis  sie  durch  Clebsch** 
eine  ebenso  elegante,  wie  durch  die  angewendeten  Prinzipien 
bedeutungs voile  analytische  Losung  erhielten.  Eine  rein 
geometrische  Behandlung  und  Erweiterung  wurde  ihnen  erst 
zu  Teil  durch  Kupper***  und  Schoute"1,  endlich  eine  Uber- 
tragung  auf  die  raumliche  C(4)  durch  Eberhard. i;  Der 
wohl  zuerst  durch  Kupper  aufgedeckte  einfache  geome- 
trische Ursprung  dieser  Satze  schliefit  sich  so  naturgemaB 
an  die  hier  entwickelten  Fundamentaleigenschaften  der  C'l3) 
an;  da6  wir  auf  ihre  Darstellung  nicht  verzichten  durfen. 

Gehen  wir  von  zwei  festen  Fundamentalpunkten  ^ 
und  0,  der  C(3)  aus  und  beginnen  ein  Polygon,  2n-Eck,  der 
C(3)  einzubeschreiben,  dessen  Seiten  abwechselnd  durch  $ 
und  D  gehen,  so  konstruieren  wir  folgendermaBen: 

Von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  Slj  der  C(S)  ziehen 
wir  |  3tx^P  |,  welche  Gerade  die  Kurve  zum  dritten  Mai  in 
33x  trifft,  dann  ziehen  wir  die  Gerade  |  93xO  |,  welche  in  5I2 
die  <7<3V  trifft,    weiter     2l2$  |,  die  in   S2  trifft,    |  S32Q  |,  die 


*  J.  Steiner:  „Geometrische  Lehrsatze",  Crelles  Journal  f.  Math. 
Bd.  XXXII,  S.  182. 

**  A,  Clebsch:  ,,t)ber  einen  Satz  von  Steiner  und  einige  Punkte 
der  Theorie  der  Kurven  dritter  Ordnung",  Borchardts  Journal  f.  Math. 
Bd.  LXIII,  S.  94. 

***  K.  Kupper:  ,,Uber  die  Steinerschen  Polygone  auf  einer  Kurve 
dritter  Ordnung  und  damit  zusammenhangende  Satze  aus  der  Geometrie 
der  Lage",  Klein  u.  Mayer,  Math.  Ann.  Bd.  XXIV,  S.  1. 

f  P.  H.  Schoute:    „Die    Steinerschen    Polygone",    Kroneckers 
Journal  f.  Math.  Bd.  XCV,  S.  106. 

ff  V.  Eberhard:  „Die  Raumkurven  vierter  Ordnung  erster  und 
zweiter  Species  in  ihrem  Zusammenhang  mit  den  Steinerschen  SchlieD- 
ungsproblemen  bei  den  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung",  SchlSmilchs 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  XXXII,  S.  65. 
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in  %  trifft  u.  s.  f.,  bis  |  %n%  |  in  93„  und  |  93„&  |  in  2I,i4i 
der  C(3)  begegnet.  Dann  wird  im  allgemeinen  bei  beliebiger 
Wahl  der  Fundamentalpunkte  9$,  D  und  des  willkiirlichen 
Anfangspunktes  der  letzte  Punkt  Sl„+1  mit  dem  ersten  Stx 
nicht  zusammenfallen;  der  Steinersche  Satz  sagt  aber 
aus,  daB  wenn  dies  einmal  stattfindet,  es  immer 
stattfinden  niufi,  wo  man  auch  den  Anfangspunkt 
%t  auf  der  C(3)  wahlen  mag  bei  festgehaltenen  Fun- 
damentalpunkten  $$,  D.     Das  2w-Eck 

11^%%,%  ...  HA 

schlieBt  sieh  also  immer,  wenn  es  sieh  einmal  schlieBt. 

2.  Der  Beweis  dieses  schonen  Satzes  ist  eine  unmittel- 
bare  Folge  des  bekannten  Satzes  (S.  56): 

„Schneidet  eine  Gerade  die  C(3)  in  den  drei  Punkten 
$L,  9$,  95  und  eine  zweite  in  W,  D,  $&',  so  treffen  die  drei 
Verbindungslinien  \W\,  |  $D  !,  '9595'|  die  C<3>  in  drei 
neuen  Punkten  einer  Geraden." 

Konstruieren  wir  namlich  ebenso  wie  vorhin  das  2w-Eck 

«!»!«,»,  ...SUB-, 
indem  wir  von  2lx  ausgingen,  ein  zweites  2w-Eek 

V&lXiQi  .'..  2ln93I, 

indem  wir  von  einem  andern  Punkte  2l|  ausgehen,  und 
nehmen  wir  an,  daB  das  erste  2w-Eck  sicb  schlieBt,  also 
Sl^t^^  wird,  so  zeigt  sicb,  daB  auch  das  zweite  sieh 
schlieBen  muB  und  zwar  mit  gleicher  Anzahl  der  Ecken. 

Denn  wir  haben  nach  der  angegebenen  Konstruktion 
immer  folgende  je  drei  Punkte  der  C(3)  auf  einer  Geraden 


2t2^952,   952D2i3 
«953,   933Q2I4 
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Jetzt  folgt  aus  den  beiden  Geraden 

l*jo»Il 

nach  deui  obigen  Satze,  daB  die  dritten  Schnittpunkte  der 
Geraden  |MJIi  |  $Q  ,  |®i®{|  mit  der  C<«  auf  einer 
neuen  Geraden  liegen  nmssen,  und  ebenso  aus  den  beiden 
Geraden  I^OS^I, 

daB  die  dritten  Schnittpunkte  der  Geraden  |  2(25l{  ,,  |  D^  :, 
93x  93j  mit  der  6'(s)  auf  einer  neuen  Geraden  liegen  miissen; 
diese  ist  aber  mit  der  vorigen  identisch,  weil  sie  zwei 
Punkte  mit  ihr  gemein  hat;  ihr  dritter  Schnittpunkt  mit 
der  C<3)  muB  also  sowohl  auf  SIX 2£|,  als  auch  auf  %.2%[ 
liegen,  folglich  muB  der  Schnittpunkt 

ein  Punkt  der  C(3)  sein. 

In  gleicher  Weise  folgern  wir,  daB  der  Schnittpunkt 

CMS*  Mi)  -  *>* 

ein  Punkt  der  G'(3)  sein  muB. 
Aus  den  Geraden 

l*i©i«JI,  I  «.©,*!  I, 
I^DAl,  lajo^i 

folgern  wir  in  gleicher  Weise,  daB  auch  der  Schnittpunkt 

(MJ,MD-cy 

ein  Punkt  der  CJ(3)  sein  muB.     Ferner   sehen   wir,   wie   vor- 

hin,  daB  (MI,  MJ)-04 

ein  Punkt  der  C(3)  sein  muB  und  schlieBen  aus  den  Geraden 

i«:o4a,i,  i  *;***•  i 

daB  auch  der  Schnittpunkt 

ein  Punkt  der  C(3)  sein  muB.  Indem  wir  auf  diese  Weise 
zu  schlieBen  fortfahren,  erkennen  wir  endlich,  dass  der 
Schnittpunkt 
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(%m+if  «/«*+!) «o.+, 

ein  Punkt  der  C,(3)  sein  mu6.  Wenn  nun  das  erste  2w-Eck 
sich  schlieBt,  also 

«.  +  !  -  «! 

wird,  so  kann  die  Gerade  |  D„4-i2l1 !  nur  noch  in  einein 
einzigen  dritten  Punkte  der  C(3)  begegnen,  es  mu6  also 

sein,  d.  h.  auch  das  zweite  Polygon  mu8  sich  mit  gleicher 
Seitenzahl  2n  schlieBen,  und  da  der  neue  Anfangspunkt  %[ 
ganz  willkiirlich  auf  der  C(Z)  angenommen  war,  so  schlieBt 
sich  jedes  in  der  angegebenen  Weise  konstruierte  2n-Eck, 
sobald  sich  nur  einmal  ein  solches  schlieBt,  wodurch  der 
Steinersche  Satz  bewiesen  ist. 

3.  Fur  zwei  beliebig  auf  der  C(3)  gewahlte  Fundamental- 
punkte  *$,  D  wird  offenbar  ein  SchlieBen  des  Steinerschen 
2«-Ecks  nicht  stattfinden,  sondern  die  Punkte  ^,  O  sind 
einer  gewissen  Bedingung  unterworfen,  damit  ein  SchlieBen 
stattfinde,  welches  dann  unabhangig  ist  von  der  Wahl  des 
Anfangspunktes  fur  das  2w-Eck.  Wir  konnen  aber,  wenn 
wir  einmal  ein  Punktepaar  $J3,  O,  von  der  verlangten  Eigen- 
schaft  haben,  unendlich  viele  andere  Paare  von  gleicher 
Eigenschaft  ableiten,  indem  wir  irgend  einen  Punkt  <S  der 
C(3)  nehmen,  ihn  mit  ^5  und  O  verbinden  und  die  dritten 
Schnittpunkte  ^'  und  0/  aufsuchen.  Liegen  namlich  je  drei 
Punkte 

@$$',   ©OQ' 

auf  einer  Geraden,  und  bilden  wir  von  einem  Anfangspunkte 
$tx  aus  rucksichtlich  des  Punktepaares  ^Q  das  Steiner- 
sche 2«-Eck,  welches  sich  schliessen  soil,  und  von  einem 
beliebigen  andern  Anfangspunkte  %[  aus  rucksichtlich  des 
Punktepaares  $P'D/  nach  gleicher  Vorschrift  ein  Polygon, 
so  rnuB,  wie  wir  sofort  sehen,  auch  dieses  sich  schlieBen 
und  ein  2«-Eck  sein. 

Wir  haben  namlich  gemaB  der  vorgeschriebenen  Kon- 
struktion  je  drei  Punkte  auf  einer  Geraden 


17 
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a^®!,  %!&%,     «;$'®;,  ®;d'*j, 


Kn<$®n,  ®„oan+1,  a;*'®;,  »:£!'«: 


+1 


*.  +  !  =  «!. 

Dann  folgt  aus  den  Paaren  von  Geraden 

l«;$'®;i,  iaio'®;i, 

weil  I^P^'i  und  ;  OD'  denselben  dritten  Schnittpunkt  © 
auf  der  C(3)  haben  sollen,  dafi  auch  der  Punkt 

auf  der  C(3)  liegen  muB;  in  gleicher  Weise  folgt,  daS  auch 
der  Schnittpunkt 

auf  der  C(3)  liegen  muB,  also  derselbe  Punkt  O  sein  wild, 
weil  |  ff2^2  I  nur  nocn  in  einem  dritten  Punkte  die  C(3) 
schneiden  kann,  und  indem  wir  so  fortfahren,  erkennen  wir, 
daB  auoh  der  Schnittpunkt 

(«ta;,  anfla;+1) 

derselbe  Punkt  0  der  6,(3)  sein  muB;  wenn  nun  das  erste 
2w-Eck  sich  schlieBt,  also 

a.+i    a, 

wird,  so  umB,  weil  die  Verbindungslinie  jenes  Punktes  niit 
ax  nur  noch  in  einem  dritten  Punkte  der  C(3>  begegnen 
kann,  auch  nr,  Q(., 

sein,  also  muB  auch  das  zweite  Polygon  fiir  das  Paar  von 
Fundamentalpunkten  $P'&'  sich  schlieBen;  niithin  haben 
S$'f  D'  die  gleiche  Eigenschaft  wie  ^,  O,  also  gilt 
der  Satz: 

Wenn  ein  Punktepaar  ^5D  der  (7(3)  die  Eigen- 
schaft besitzt,  ein  Steinersches  2«-Eck  zu  liefern, 
welches  sich  schlieBt  gemaB  der  vorgeschriebenen 
Konstruktion,  wie  auch  sein  Anfangspunkt  ge- 
wahlt    werde,    und   man    projiciert    das    Punktepaar 
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^O  von  eineni  beliebigen  Punkte  ©  der  C(3)  aus  in 
ein  neues  Punktepaar  ^)B'D',  so  besitzt  dieses  die 
gleiche  Eigenschaft  wie  $J$D. 

Man  kann  also  aus  eineni  Punktepaar  $PD  unendlich 
viele  andere  ableiten.  Gleichzeitig  ersehen  wir,  daB  die 
Punkte  $j$  und  Q  eines  Paares  miteinander  vertauschbar 
sind;  denn  schneidet  die  Verbindungslinie  j  tyQ,  die  G't3) 
zum  dritten  Mai  in  ©,  und  projizieren  wir  von  ©  aus  den 
Punkt  ^  auf  die  (<(3),  so  erhalten  wir  den  Punkt  O;  pro- 
jizieren wir  aber  0,  so  erhalten  wir  9$,  also  geht  das  Paar 
tyQ,  in  das  neue  Paar  D^S  fiber,  was  auch  selbstverstandlicb 
ist,  weil  fiir  5ln+i  ~  5li  bei  Vertauschung  von  ty  und  Q,  das 
2rc-Eck  nur  in   entgegengesetztem  Sinne  durchlaufen   wird. 

Wir  seben  ferner  aus  unserm  Schema 


«„$»„    23„03l„ 


+  i» 


weil  'iJS  und  O  von  33x  aus  in  die  Punkte  Si!  und  9t2  pro- 
jiziert  werden,  daB  auch  5I15l2  ein  Steinersches  Punkte- 
paar in  dem  fruheren  Sinne  ist,  ebenso  2t2  und  Sl3,  2t3  und 
>H,  u.  s.  f.,  2t„  und  Sljj  ferner  weil  $  und  Q  von  5l2  aus  in 
die  Punkte  93x  und  S32  projiziert  werden,  so  sind  auch  S5X 
und  S32,  ebenso  S5.2  und  933  u.  s.  f.,  S3„  und  951  Steinersche 
Punktepaare,  wie  die  ursprfinglichen  ^5  und  O.  Aus  der 
vorigen  Herleitung  ergiebt  sich  noch  ein  weiteres  Resultat, 
welches  einen  gewissen  Zusammenhang  liefert  zwischen 
zwei  beliebigen  in  der  geforderten  Art  konstruierien  2n- 
Ecken 

a,  ©j «,»,...  8UB„ 

und 

von  denen  das  erste  aus  dem  Steinerschen  Punktepaar  $D, 
das  zweite  aus  $|$'C  hervorgeht,  wo  ^5',  C  durch  Pro- 
jektion  von  ©  aus  gefunden  sind,  indem  je  drei  Kurvenpunkte 
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auf  einer  Geraden  liegen.  Sind  die  Anfangspunkte  2tt  und 
%[  willkiirlich  auf  der  G'(3)  gewahlt,  so  schneiden  sick  alle 
Verbindungsl  inien 

I'Mlli  l*WI,  |:«t«Jli  ..;.,    «.« 

in  einem  und  deniselben  Punkte  5l0  der  Kurve;  und  ebenso 
auch  alle  Verbindungslinien 

195,93;  ,  j93293^  ,  |j&$;  ,  ...,  j  «.^ 
in  einem  und  deniselben  Punkte  930  der  Kurve,  und  die  drei 
Punkte  8t0,  930,  ©   liegen  auf  einer  Geraden,   denn  aus  den 
vorigen  Paaren  von  Geraden 

1^93,1,    121,093,1, 

I  «!$'»; I,  i«jo'®!i 

folgt,  daB  der  dritte  Schnittpankt  der  Verbindungslinie 
'  3l0©  |,  den  wir  930  nennen  wollen,  auf  93,93{  liegen  muB; 
in  gle.icher  Weise  aber  auch  auf    932932  [,  |  93393!     u.  s.  f. 

Die  ungeradstelligen  Ecken  beider  2w-Ecke  bilden  also 
fiir  sich  zwei  M-Ecke,  welche  perspektiv  liegen  riicksicht- 
lich  eines  gewissen  Punktes  der  C^  und  die  geradstelligen 
ebenfalls  zwei  perspektiv  liegende  w-Ecke. 

4.  Aus  der  eigentiimlichen  Lage  eines  solchen  2w-Ecks, 
wie  wir  es  vermittelst  zweier  Fundamentalpunkte  ty,  Q  kon- 
struiert  haben  .  ^^     ^^ 

2t2$93.„    932D2l3, 
«933,    »,D«4, 

«.+  !  =  *, 

ergiebt  sich  ein  weiterer  Zusanimenhang  zwischen  den 
geradstelligen  und  ungeradstelligen  Ecken;  denn  wir  haben 
allgemein  je  drei  Kurvenpunkte  auf  einer  Geraden: 

|«,     $93,  ,      2t,+i093,-  , 
|a*+1OS5*  ,      %k    $93*  , 

woraus  folgt,  daB  der  Schnittpunkt 
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i)  (**«»+i',  a*«#+i) 

auf  der  C(3)  liegen  muB;  ebenso  folgt  aus  den  Geraden 

:©.-   o2i,+ii,  i»,-+,^«,+ti, 

.Si+i«pa*+t :,     93,    D«*+i|, 

da 8  der  Schnittpunkt 

2)  (»/»*+!,    8*8,+  i) 

ebenfalls  ein  Punkt  der  0(3)  sein  muB;  und  endlich  folgt 
aus  den  Geraden 

l»foa<+1|,  |»/+1¥«i+i|, 

«*¥»*-,        |«4+1D8*|, 
daB  der  Schnittpunkt 

3)  (8,*,,  8/+15t,+1) 

ebenfalls  auf  der  C(3)  liegen  niuB,  wie  auch  die  Indices 
itk  innerhalb  der  Zahlenreihe  1,  2,  3,  . ..,  n  gewahlt  werden 
rnogen. 

Aus  1)  folgt  fur  k  —  *  +  1 ,  daB  der  dritte  Schnittpunkt 
der  Verbindungslinie  :  St  ,-§(,■  4.2  ,  der  Tangentialpunkt  zu 
9t,-+i  sein  muB,  aus  2),  daB  in  gleicher  Weise  der  Schnitt- 
punkt von  '  8,-93,-+2  '  der  Tangentialpunkt  zu  8,4.1  sein 
muB.     Aus  3)  folgt,  daB  die  Verbindungslinien 

8,«»j,  [  $,•+!**+,  ,  1 8i+,«*+,  I,  . . .,  [•  8.  «,+»-« |, 

samtlich  durch  einen  und  deuselben  festen  Punkt  der  C(3) 
gehen  miissen. 

5.  Fur  eiu  willkiirlich  gewahltes  Punktepaar  $pO  auf 
der  C(3)  wird  sich  im  allgemeinen  ein  nach  der  vor- 
geschriebenen  Art  konstruiertes  Steinersches  2n-Eck  nicht 
schlieBen.  Die  Bedingung  dafiir,  daB  es  sich  einmal,  also 
iuimer  schlieBt,  wo  auch  der  Anfangspunkt  gewahlt  werden 
mag,  geht  aus  der  Konstruktion  selbst  hervor;  in  dem  ein- 
fachsten  Falle  fiir  n ■  =  2,  also  fiir  ein  Viereck  haben  wir 
das  Punktepaar  die  Seiten  des  Vierecks 

m  «8J,    18,08,1, 

|2t2$8.2|,    |82OStJ. 
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Da  es  sich  immer  schlieBt,  wo  wir  auch  den  Anfangs- 
punkt  wahlen  mogen,  so  wollen  wir  den  Anfangspunkt  %L 
nach  SJ5  verlegen,  dann  wird  S8X  =  ^  der  Tangentialpunkt 
zu  ^5;  wegen  ■  !i8xD?l2  |  schneidet  ^O  J  in  5t2,  und 
wegen  |  S32  £1 3tx !  schneidet  ^8  D  j  in  S32  •  Da  also  die 
beiden  Geraden 

die  C(3)  in  je  drei  Punkten  durchschneiden,  der  dritte  Schnitt- 
punkt von  |  Sl2932 ;  aber  ^  ist,  der  dritte  Schnittpunkt  von 
|  ^^  ebenfalls  ^  ist,  so  mu6  die  Verbindungslinie  j  DO  | 
in  ^5j  schneiden,  also  ^  auch  der  Tangentialpunkt  Dj  fur 
O  sein;  mithin  ^  =  0n  also  $  und  Q,  miissen  denselben 
Tangentialpunkt  haben.  Dies  ist  die  Bedingung  fur  das 
Punktepaar  ^SO,  damit  ein  Steinersches  Viereck  moglich 
sei;  und  umgekehrt:  Wenn  ty  und  0,  denselben  Tan- 
gentialpunkt haben  (oder  wie  wir  uns  friiher  ausgedriickt 
haben,  ein  Paar  konjugierter  Punkte  der  C(3)  sind),  dann 
ist  fiir  dieselben  immer  ein  Steinersches  Viereck 
moglich. 

Fiir  das  Sechseck  haben  wir 

das  Punktepaar  die  Seiten  des  Sechsecks 

|*,$9U    |®aDH,|, 

I  «,$»,!,  |»,o*i|. 

Verlegen  wir  auch  hier  den  willkiirlich  zu  wahlenden 
Anfangspunkt  3^  nach  $$,  also  2lx  zz  ^,  dann  folgt  S3X  =  tyl} 
Tangentialpunkt  zu  S$ ;  und  aus  J  %t  D  233 !  folgt  89,  als  der 
dritte  Schnittpunkt  von  |  ^£l  ,  also  haben  wir  die  beiden 
Geraden 

IWMM, 
I*  DM. 

Nennen  wir  also  Dj  den  Tangentialpunkt  zu  O  und 
©  den  dritten  Schnittpunkt  von  Sl2233  |,  so  folgt,  da8 
^5,  00  ©  auf  einer  Geraden  liegen  miissen.  Nun  wissen  wir 
aber  aus  4.,  da6  die  drei  Geraden 
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sich    in   demselben    Punkte    ©    der    C'(3)    schneiden    miissen, 
also  liegen  %@^ 

$©932 
auf  je  einer  Geraden;  da  aber  j  ^JS©  |  in  Dx  schneidet,  so  muB 

^  =  0, 


sein,  und  da 

$932    in  §I2  schneidet,  so  niuB 

<s  =  % 

sein,  und  da 

|  $i©  |  =  |  ^2l2 1  =  |  93^2     in  D  schneidet, 

so  niuB 

2t3  =  0 

sein;  folglich 

miissen  sich  |  ^O  |  und  I  ^f50a  |  in  ©  auf  der 

C<3>  schneiden,  und  dies  ist  die  gesuchte  Bedingung  fiir  das 
Punktepaar  ^3D: 

Sind  fiir  ty  und  D  die  zugehorigen  Tangential- 
punkte  ^  und  D1?  und  liegt  der  Schnittpunkt 

auf  der  C{3),  so  sind  tyQ,  die  Fundamentalpunkte 
fiir  ein  Steinersches  Sechseck. 

Wir  sehen,  wie  sich  diese  Betrachtung  fortsetzen  laBt 
und  sich  die  von  St  einer  noch  fiir  das  Zehneck  angegebene 
Bedingung  in  analoger  Weise  ergiebt. 

6.  Zwischen  den  Fundamentalpunkten  ?$,  O  fiir  ein 
2n-Eck  und  fiir  ein  4«-Eck  besteht  ein  sehr  einfacher  Zu- 
sammenhang,  sodaB  sich  aus  einem  solchen  Paar  das  andere 
und  umgekehrt  ableiten  laBt,  wie  wir  jetzt  sehen  wollen. 

Ist  ^5t  der  Tangentialpunkt  zu  $P  und  Dx  der  Tan- 
gentialpunkt  zu  D,  und  ziehen  wir  die  folgenden  Ver- 
bindungslinien,  deren  jedesmaligen  dritten  Schnittpunkt  mit 
der  C'(3)  wir  aufsuchen 

so  folgt,  da  wir  noch  die  Geraden 
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1$$^      und      ODD,  | 
haben,  aus  den  beiden  Geraden 

l*i*AI, 

die  dritte  Gerade  .  ~  _  _    . 

wo    ©    den    dritten    Schnittpunkt    von      St,^  (5,  j    bezeichnet. 
Aus  den  beiden  Geraden 

folgt  die  dritte  Gerade 

|DDi0-[, 

also  muB    |  5lx  C^      durch   O    gehen,    oder     Sx  D     durch  91, , 
was  dasselbe  sagt;  mithin  muB 

sein,     und    wir    haben    rblgende    beiden    Reihenfolgen    von 
Geraden 

i)  -I«x^i»i  ,    ®A%, 

2)  ^DIU!©^  ,  ^D®,  ,  |  *,*«,!; 
beide  fiihren  von  2lj  nach  3(2,  die  erste  durch  das  Paar 
von  Fundamentalpunkten  ^Dp  indeni  jeder  nur  einmal 
verwendet  wird,  die  zweite  durch  das  Paar  von  Fundamental- 
punkten $£Q,  indeni  jeder  zweimal  in  der  vorgeschriebenen 
Weise  verwendet  wird. 

Wenn  wir  also  auf  diese  Art  fortgehen  von  2l2  zu  Sl3, 
$t4,  .  .  .,  Sl„  und  wir  gelangen  wieder  zu  5tx  zuriick,  so  er- 
halten  wir  fur  das  Paar  von  Fundamentalpunkten  ^Dj,  ein 
Steinersches  2w-Eck  und  fur  das  Paar  von  Fundamental- 
punkten Q$)3  ein  Steinersches  4??-Eck.  In  diesen  diirfen 
wir  aber  die  Punkte  $JS  und  D  miteinander  vertauschen, 
wodurch  nur  das  geschlossene  Polygon  in  umgekehrter 
Richtung  durchlaufen  wird;  also  erhalten  wir  den  Satz: 

Sind  ^j  und  Dx  die  Tangentialpunkte  zu  ty  und 
O,  und  ist  fiir  erstere  ein  Steinersches  2«-Eck 
moglich,  so  sind  letztere  die  Fundamentalpunkte 
fiir  ein  Steinersches  4«-Eck;  und  umgekehrt. 
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Da  ^  und  £ll  die  Tangentialpunkte  zu  ^  und  D,  sind, 
so  wird  die  Gerade  |  ^5D  j  die  C(3)  in  einem  dritten  Punkte 
fFt  schneiden,  dessen  Tangentialpunkt  9^  mit  ^3,  und  ^  auf 
derselben  Geraden  liegen  muB.  Projizieren  wir  das  Punkte- 
paar  SJS  und  O  von  9$  aus,  so  erhalten  wir  ein  neues  Punkte- 
paar  ^  und  9ft  von  gleicher  BeschafFenheit;  9ft  ist  aber  der 
Beriihrungspunkt  einer  aus  9ftj  an  die  CiS)  gelegten  Tangente, 
also  konnen  wir  auch  sagen:  Sind  ^Pi  Ot  ein  Paar  von  Fun- 
damentalpunkten  fur  ein  2«-Eck,  schneidet  I^QJ  in  9ft,, 
wird  endlich  aus  9ft,  eine  Tangente  an  die  C(3)  gelegt,  welche 
in  9ft  beriihrt,  so  sind  ^x  und  9ft  ein  Punktepaar  fur  ein 
Steinersches  4w-Eck,  ebenso  D1  und  9ft.  In  dieser  Form 
bat  Steiner  das  Theorem  ausgesprochen,  die  obige  mehr 
symmetriscbe  riihrt  von  Schoute  her. 

7.  Das  Steinersche  SchlieBungsproblem  laBt  sich  er- 
weitern,  wenn  wir  statt  zweier  Fundamentalpunkte  $$,  O 
mehrere  annehmen  und  ein  der  t,(3)  einbeschriebenes  Polygon 
bilden,  dessen  Seiten  der  Reihe  nach  durch  die  gegebenen 
Fundamentalpunkte  hindurchgehen.  Nehmen  wir  zunachst 
drei  Fundamentalpunkte 

%,    ft,    ?3 

und  beginnen  mit  einem  beliebigen  Punkte  5lx  der  C(3)  als 
erster  Ecke  eines  Polygons  die  Seiten  desselben  zu  konstruieren 

|  **«,],    \%%%3\,    |«3*.«4|, 

i «4^i«. ,  mm%i,  i*.&*  i, 

wo  X  der  letzte  Punkt  ist,  dann  zeigt  sich  aus  den  Geraden 
|  9^0,1     und     !«,%«,  |, 

HMfc*.|-"  l«5*l«4l, 

daB  der  dritte  Schnittpunkt  derjenigen  Geraden,  welche  die 
beiden  Schnittpunkte  von  |  ^^  I  und  I'fkl  ,vereinigt, 
sowohl  auf  |  %Y%- 1,  als  auch  auf  2t35t4  liegen  rnuB;  da 
aber  der  dritte  Schnittpunkt  von  |  9I3  5l4  j  der  Punkt  ^(53  ist, 
so  mussen  ^  ^  ft 

auf  einer  Geraden  liegen,  also  5t6^3!  muB  durch  9lj  gehen; 
folglich  ist 
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und  wir  erhalten  ein  Sechseck,  welches  sich  in  Slx  schliefit 

wo  auch  der  Anfangspunkt  Stx  gewahlt  sein  mag,  also  gilt 
der  Satz: 

Nehmen  wir  drei  beliebige  Fundamentalpunkte 
^,^2,^3  auf  der  G,(3)  und  beginnen  mit  einem  belie- 
bigenPunkte^  einPolygon  der  C(3)  einzubeschreiben, 
dessen  Seiten  der  Reihe  nach  durch  ^Sn  ^52,  $P3  gehen, 
so  schlieBt  sich  dasselbe  nach  zweimaligem  Durch- 
gange  durch  die  drei  Fundamentalpunkte  und  bildet 
also  immer  ein  geschlossenesder  C(3)einbeschriebenes 
Sechseck. 

Dieser  Satz  laBt  eine  Erweiterung  zu  fur  eine  beliebige 
ungerade  Anzahl  von  Fundamentalpunkten 

%,  %,  $3 r  >-,  %  O  ungerade). 

Beginnen   wir   namlich  mit  einem  beliebig  auf  der  (1(3) 

gewahlten     Anfangspunkt     <$il     das     Polygon     in    der    vor- 

geschriebenen  Weise  zu  konstruieren,   so  sind  seine   Seiten 

dann  folgt  aus  den  beiden  Geraden 

UWMtl, 

weil  i2t2^3l  durch  den  festen  Punkt  $2  geht,  wenn  wir 
den  dritten  Schnittpunkt  von  |  ^^l  mit  der  C{3)  durch  f&t 
bezeichnen,  da6  l^^l  durch  den  dritten  Schnittpunkt  der 
Geraden  j  SSj  $2  i  hindurchgehen  muB.  Dieser  Punkt  hangt 
aber  nur  ab  von  den  drei  festen  Punkten  ^ ,  ^52 ,  $P3 ;  es  wird 
namlich  der  dritte  Schnittpunkt  von  j  ^  *$3  |  mit  dem  Punkt 
9$2  verbunden  und  auf  dieser  Verbindungslinie  der  dritte 
Schnittpunkt  £5X  ermittelt;  dann  geht  jSl^j  notwendig 
durch  diesen  festen  Punkt  0lf  wie  auch  der  Anfangspunkt 
5lt  gewahlt  werde  auf  der  G'(3),  wobei  naturlich  auch  der 
Endpunkt  St4  sich  verandert. 
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Ferner  folgt  aus  den  beiden  Geraden 
I '**©,**  I, 

weil  |  5l45l5 1  durch  den  festen  Punkt  ^S4  geht,  und  der  dritte 
Schnittpunkt  von  [  Ox^S5  j  auch  ein  fester  S32  ist,  daB  durch 
den  dritten  Schnittpunkt  von  |  S52  ^4 1 ;  welcher  ein  fester 
Punkt  sein  wird,  die  veranderliche  Sehne  j^^l  hindurch- 
gehen  muB,  wie  wir  auch  den  Anfangspunkt  5^  wahlen 
mogen.  Fahren  wir  in  dieser  Weise  zu  schlieBen  fort,  so 
sehen  wir,  daB  auch  |  ^^tg  \  u.  s.  f.  durch  feste  und  nur  von 
den  ^5  abhangige  Punkte  laufen,  unabhangig  von  der  Wahl 
des  Anfangspunktes  %{. 

Ist  nun  m  eine  ungerade  Zahl,  so  muB  auch  |  ^St^-fi  | 
durch  einen  festen  Punkt  D  laufen,  weil  (m  +  1)  gerade  ist. 

Beginnen  wir  jetzt  die  Reihe  von  neuem  und  kon- 
struieren  anstatt  von  Slj  auszugehen,  von  5tm+i  aus  in 
gleicher  Weise  das  Polygon 

so  wird  die  Verbindungslinie  |  Slm+i^m+i  |  durch  denselben 
festen  Punkt  gehen  miissen,  der  vorhin  gefunden  wurde 
und  nur  allein  von  den  in  bestimmter  Reihenfolge  zu  ver- 
wendenden  Punkten  ^5  abhing,  also  ist  der  Schnittpunkt 

(ttJU+t,  «»+i«Sl»+i)--D 
ein  Punkt  der  C(3>.    Da  aber  die  Gerade     D^m+!  |  nur  noch 
in   einem   einzigen   dritten   Punkte    der  C(3)  begegnen  kann, 

sofolgt  ?•»+•=*.. 

und  wir  haben  ein  geschlossenes  2w-Eck 

■a^a,!,  [«,*&£  \%^%, ..,  jsumu+iI, 
iX+^ii+ii,  i«m+2%a*+8|, ..-,  | «*»$»«! |. 

Wir  haben  also  folgenden  Satz  gewonnen: 
Nehmen  wir  eine  ungerade  Anzahl  vonFundamen- 
talpunkten  S$lf  ty2,  ^$3, ...,  ^5m  und  beginnen  mit  einem 
beliebigen  SInfangspunkte  %t  ein  Polygon  der  C(3) 
einzubeschreiben,  dessen  Seiten  der  Reihe  nach 
durch  tyl7  $2,  S]33,  ...,  *J$m  gehen,   indem  wir   nach    Er- 
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schopfung  dieser  Reihe  dieselbe  noch  einmal  in 
gleicher  Reihenfolge  verwenden,  so  schlieBt  sich 
das  Polygon  nach  zweimaligem  Durchgange  durch 
die  Fundamentalpunkte  und  bildet  also  immer  ein 
geschlossenes,  der  C(3)  einbeschriebenes  2w-Eck. 

Verlangt  man  dagegen,  es  solle  schon  $L-|_i  init  Slj 
koinzidieren,  so  miiBte  der  allein  von  den  Fundamental- 
punkten  ty  abhangige  Punkt  D  der  Tangentialpunkt  zu  2lx 
sein;  da  aber  im  allgemeinen  aus  O  vier  Tangenten  an  die 
(7<3)  gehen,  so  giebt  es  auch  nur  vier  Lagen  fiir  den  Punkt 
2l1?  damit  schon  ein  von  ihm  ausgehendes,  in  der  vorge- 
scbriebenen  Weise  zu  konstruierendes  m-Eck  sich  sehlieBe 
nach  einmaligem  Durchlaufen  der  Fundamentalpunkte. 

8.  Nehmen  wir  andererseits  m  gerade  an,  so  folgt  aus 
dem  Vorigen  (7.),  daB  bei  beliebiger  Wahl  des  Anfangs- 
punktes  §lt  die  Verbindungslinie  S^^L  durch  einen  festen, 
nur  von  den  Fundamentalpunkten  ty1  f  9$2,  . . .,  ^5m  abhangigen 
Punkt  £)  gehen  inuB.  Verlangen  wir  jetzt,  daB  schon 
2lm+!  5lx  werden,  also  das  m-Eck  sich  schlieBen  soil, 
dann  miiBte  der  feste,  allein  von  den  ^5  abhangige  Punkt 
■£),  durch  welchen  j  <$i1'$im  gehen  muB,  mit  tym  koinzidieren; 
es  wurde  also  dadurch  eine  Bedingung  zwischen  den  Fun- 
damentalpunkten ^,  ^2, . . .,  ^P„,  gegeben  sein.  1st  dieselbe 
einmal  erfiillt,  dann  wird  das  m-Eck  sich  unabhangig  von 
der  Wahl  seines  Anfangspunktes  immer  schlieBen,  im  all- 
gemeinen bei  willkurlicher  Wahl  der  Fundamentalpunkte 
auf  der  C(3)  aber  nicht. 

Die  Bedingung  dafur,  daB  ein  SchlieBen  stattfinde,  konnen 
wir  aus  der  Konstruktion  der  festen  Punkte  0  selbst  ab- 
leiten;  dieselben  wurden  n'amlich  so  konstruiert  (S.  268,  269) 

|  asl^ol  |  .  .  .  !  5tx2l4 1  geht  durch  Dlf 

\03A\ 

I  932^4D2|...  ;  51,31,1      „       „      D2, 
I  02^7933| 

l»,^os|...  ;*»*,.    „     „    ot 

u.  s.  f.,  also  fiir  ein  gerades  m 
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|  SPL.  -f^iC    J  •  •  •     ^%n\  geht  durch  D„ 

2 

also  miiBte  sein 


— *  T"1' 


Hinsichtlich  der  umfangreichen  weiteren  Untersuchun- 
gen,  welche  sich  an  das  Steinersche  SchlieBungsproblem 
anschliefien,  mussen  wir  auf  die  oben  angegebenen  Quellen 
verweisen. 

§  32.   Kegelschnitte,  welche  die  C(3)  mehrpunktig 
beriihren  (oskulieren). 

1.  Durch  funf  Punkte  ist  ein  Kegelschnitt  im  allge- 
meinen  bestimmt;  legen  wir  nun  durch  funf  Punkte  3l1;  3t2, 
3l3,  3l4,  3l5  einer  (7(3)  einen  Kegelschnitt,  so  begegnet  der- 
selbe  noch  in  einem  sechsten  Punkte  23  der  Kurve,  welcher 
in  verschiedener  Weise  gefunden  werden  kann;  zieht  man 
%t%2 1,  welche  Gerade  in  3T  zum  dritten  Mai  die  C(3>  treffen 
moge,  \  3t33l4!,  welche  in  3("  treffen  moge,  3l'3I"j,  welche 
in  31'"  treffe,  dann  muB  |  3(53l'"  :  in  23,  dem  gesuchten 
Punkte  treffen;  denn  weil  die  drei  Geraden 

I «,«*«"  I, 

\%s%W"\ 

neun  associierte  Punkte  (Grundpunkte  eines  Kurvenbiischels 
dritter  Ordnung,  §  10,  2.)  ausschneiden  und  3t',  51",  3T"  auf 
einer  Geraden  liegen,  so  mussen  die  iibrigen  sechs  3^,  3t2,  3t3, 
^4?  W-o)  ^  auf  einem  Kegelschnitt  liegen. 

Wir  konnen  nun  die  funf  Punkte  3lx,  3I2,  3l3,  3l4,  3l5 
einander  unendlich  nahe  riicken  d.  h.  zusammenfallen  lassen, 
also  einen  Kegelschnitt  bestimmen,  welcher  in  einem  Punkte 
%  die  C(3)  fiinfpunktig  beruhrt;  dann  wird  die  Konstruktion 
des  sechsten  Schnittpunktes  folgende: 

Da  3lt,  3l2  zusammenfallen  in  31,  so  wird  31'  der  Tan- 
gen  tialpunkt  zu  31;  da  auch  3I3,  3t4  nach  3t  hineinfallen,  so 
wird  auch  31"  der  Tangentialpunkt  zu  31;  also  31'  und  31" 
fallen    zusammen,    mithin    wird  31'"  der  Tangentialpunkt  zu 
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2t',  und  jetzt  schneidet      2151'"     in    dem    gesuchten   Punkte 
S3,  also: 

Eine  Kurve  0(3)  kann  ira  allgerneinen  in  jedem 
ihrer  Punkte  21  fiinfpunktig  von  einem  Kegelschnitt 
beriihrt  werden;  der  sechste  Schnittpunkt  33  des 
Kegelschnitts  mit  der  G'(3)  wird  dann  so  gefunden: 
Man  bestimme  zu  2t  den  Tangentialpunkt  21,,  zu  2lt 
den  Tangentialpunkt  2t2,  und  ziehe  J2t2t2|,  welche 
Gerade  in  dem  gesuchten  Punkte  S3  der  C(3)  begeg- 
nen  wird.* 

Hierdurch  wird  jedem  Punkte  2t  der  C(3)  ein  bestimmter 
Punkt  S3  zugeordnet.     Nehmen  wir  drei  Punkte 

21,  2i',  2t" 
der  C(3),   konstruieren   in  jedem    derselben   den  fiinfpunktig 
beriihrenden    Kegelschnitt    und    nennen    den    jedesmaligen 
sechsten  Schnittpunkt 

93,  93',  93", 
so  haben  wir,  um  diese  Punkte  zu  ermitteln,  die  drei  Tan- 
gentialpunkte  von  21,  2T,  21"  aufzusuchen 

•a,,  ■Hl ,  -a,, 
von  diesen  wieder  die  drei  Tangentialpunkte 

•a2 ,  <i2 ,  <l2 
und  auf  den  drei  Verbindungslinien  i  2(2t2j,  j  %'%[  ,     8"St'£| 
die  dritten  Schnittpunkte  93,  93'  93". 

Werden  21,  %',  21"  auf  der  C™  so  gewahlt,  daB  sie  in 
gerader  Linie  liegen,  so  miissen  bekanntlich  auch  St,,  21,,  21" 
auf  einer  Geraden  liegen,  und  folglich  auch  2l2,  2t2,  21"; 
aus  den  beiden  Geraden 

|2l2t'2t"|, 

|  *»*}>?•  | 
folgt  aber  die  dritte 

|93  93'93"|, 

also: 


*  J.  Steiner:  „Satze  viber  Kurven  zweiter  und  dritter  Ordnung", 
Crelles  Journal  f.  Math.  Bd.  XXXII,  S.  301. 
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Konstruiert  man  in  drei  auf  einer  Geraden  lie- 
genden  Punkten  der  (7(3)  die  fiinfpunktig  beriihren- 
den  Kegelschnitte,  so  liegen  ihre  drei  sechsten 
Schnittpunkte  wieder  auf  einer  Geraden. 

Werden  St,  ST,  St"  so  gewahlt  auf  der  C®\  daB  in 
ihnen  ein  Kegelschnitt  dreimal  die  Kurve  zweipunktig  be- 
riihrt,  d.  h.  bilden  St,  St',  St"  ein  Tripel  von  Punkten  der 
C<3)  (§  8,  3.),  so  liegen  ebenfalls  die  drei  Tangentialpunkte 
St17  St{,  St"  auf  einer  Geraden,  denn  die  drei  Geraden 

stststj,  ist'st'st; ,  ;st"st"st;' 

schneiden  die  C(3)  in  einer  Gruppe  von  neun  associierten 
Punkten,  folglich  miissen,  da  St,  St,  St',  St',  St",  St"  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen,  die  drei  ubrigen  Stx,  St{,  St"  auf  einer 
Geraden  liegen;  hieraus  folgt,  daB  auch  St2,  St2,  St"  und  end- 
lich.  auch  33,  93',  S3"  auf  einer  Geraden  liegen,  also: 

Beriihrt  ein  Kegelschnitt  die  C<3)  in  drei  ver- 
schiedenen  Punkten,  und  konstruiert  man  in  jedem 
derselben  den  fiinfpunktig  beruhrenden  Kegel- 
schnitt, so  liegen  die  drei  sechsten  Schnittpunkte 
dieser  drei  Kegelschnitte  auf  einer  Geraden. 

2.  Suchen  wir  nunmehr  auf  der  C(3)  einen  solchen  be- 
sonderen  Punkt  St  auf,  daB  fur  den  in  St  fiinfpunktig  be- 
riihrenden  Kegelschnitt  auch  noch  der  sechste  Schnittpunkt 
33  nach  St  hineinfallt.  Dann  miiBte  nach  unserer  Kon- 
struktion  St2  der  Tangentialpunkt  von  St  werden,  weil 
SI33SI2  in  einer  Geraden  liegen. 

Der  Tangentialpunkt  von  St  ist  aber  Sl17  also  miiBte 
Stt  mit  St2  zusammenfallen,  und  da  St2  auch  der  Tangential- 
punkt von  Sli  ist,  so  miiBte  Slt  mit  seinem  Tangentialpunkte 
zusammenfallen,  folglich  miiBte  Stx  =  SS  ein  Wendepunkt 
der  C(3)  sein,  und  der  gesuchte  Punkt  St  der  Beriihrungs- 
punkt  einer  aus  dem  Wendepunkte  223  an  die  C(3)  gelegten 
Tangente;  auch  umgekehrt  zeigt  sich,  daB,  wenn  dies  der 
Fall  ist,  in  dem  so  gefundenen  Punkte  St  ein  Kegelschnitt 
die  C(3)  sechspunktig  beriihren  muB.  Da  aus  jedem  Wende- 
punkte der  C(3)  im  allgemeinen  drei  Tangenten  an  die  C(3) 
gehen  und  es  neun  Wendepunkte  giebt,  so  schlieBen  wir: 

Sohn'Her,  Theorie  der  ebenen  Kurven  3.  Ordn.  18 
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Es  giebt  27  Punkte  auf  der  C{3\  in  welchen 
Kegelschnitte  dieselbe  sechspunktig  beruhren.  Dies 
sind  diejenigen  Punkte,  in  welchen  die  neun  har- 
moniselien  Polaren  der  Wendepunkte  die  C,(3)  schnei- 
den,  oder,  was  dasselbe  sagt,  diejenigen  Punkte,  welche  die 
konjugierten  sind  zu  den  neun  Wendepunkten  in  jedem  der 
drei  Systenie  von  konjugierten  Punktepaaren  auf  der  C(3\ 

Da  von  den  neun  Wendepunkten  nur  drei  reell  und 
sechs  imagin'ar  sind,  die  drei  reellen  Wendepunkte  aber  auf 
dem  unpaaren  Zuge  der  G'(3)  liegen,  ferner  aus  jedem  Punkte 
dieses  unpaaren  Zuges  vier  reelle  Tangenten  an  die  Kurve 
geben,  so  schlieBen  wir,  im  Falle  dieser  Punkt  ein  reeller 
Wendepunkt  ist,  also  eine  der  vier  reellen  Tangenten  in  die 
Wendetangente  hineinfallt,  daB  die  drei  ubrigen  Tangenten 
aus  ihm  reell  sind,  und  zwar  eine  derselben  an  den  un- 
paaren, die  andern  beiden  an  den  paaren  Zug  gehen;  im 
Falle  der  zweiziigigen  C(3)  sind  also  von  den  obigen  27 
Punkten  9  reell  und  18  imaginar.* 

Zwiscben  den  27  Punkten,  in  welcben  Kegelschnitte 
die  6'(3)  sechspunktig  beruhren,  bestehen  infolge  der  Lage 
der  neun  Wendepunkte  mehrfache  Beziehungen.  Legen  wir 
namlich  aus  einem  Wendepunkte  228  der  C(3)  eine  Tangente 
an  dieselbe  mit  dem  Beriihrungspunkt  SI,  so  mussen,  weil 
32S  und  SI  denselben  Tangentialpunkt  SS  haben,  diese  ein 
Paar  konjugierter  Punkte  fur  die  CiS)  sein;  durch  ein  solches 
Paar  ist  ein  ganzes  System  unendlich  vieler  Paare  konju- 
gierter Punkte  eindeutig  bestimmt  und  wird  erhalten,  indem 
man  einen  beliebigen  Kurvenpunkt  mit  dem  ersten  Paare 
verbindet  und  als  dritte  Schnittpunkte  dieser  beiden  Ver- 
bindungsstrahlen  ein  neues  Paar  konjugierter  Punkte  des- 
selben  Systems  findet. 

Nun  giebt  es  aber  drei  solcher  Systeme  konjugierter 
Punktepaare  auf  der  6,(3)  (§  15).  Gehen  also  aus  2B  die 
drei  ubrigen  Tangenten     SDBSt  :,  j  2B93  !,  |  2B©  j   an  die  C<3>, 


*  J.  Steiner:  „Satze  uber  Kurven  zweiter  und  dritter  Ordnung", 
Crelles  Journal  Bd.  XXXII,  S.  300. 
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so  bestimmt  das  Punktepaar  223  und  21  das  erne  System, 
SB  und  S3  das  zweite  System,  233  und  (5  das  dritte  System 
von  Paaren  konjugierter  Punkte  auf  der  C(3).  Was  von  dem 
Wendepunkte  233  gilt,  gilt  von  jedem  der  neun  Wendepunkte 
223  (.  (?,  k  =  1,  2,  3)  (§  28).  Gehen  daher  aus  einem  zweiten 
Wendepunkte  233'  die  drei  Tangenten  223 '2T,  228'93'  , 
|  233'©''  an  die  C(3),  so  gehoren  233'  und  2t'  als  ein  Paar 
konjugierter  Punkte  einem  ganz  bestimmten  der  drei  Systeme 
an,  ebenso  233'  und  53',  233'  und  ©',  und  es  ist  keine  Frei- 
heit  mehr  in  der  Zuordnung  der  konjugierten  Punkte  ge- 
stattet,  sobald  von  dem  ersten  Wendepunkt  aus  die  drei 
Systeme  konjugierter  Punktepaare  bereits  festgelegt  sind. 

Wir  wissen  aber  aus  §  15,  da6  aus  zwei  Paaren  kon- 
jugierter Punkte  desselben  Systems  allemal  ein  drittes  Paar 
dieses  Systems  abgeleitet  werden  kann  durch  doppeltes  kreuz- 
weises  Verbinden  der  Punkte;  gehoren  namlich  233  und  51, 
233'  und  21'  als  Paare  konjugierter  Punkte  demselben  System 
an,  so  werden  die  Schnittpunkte 

(223233',  212T)  =  223", 
(23321',  21223')  =  21" 
ein    drittes    Paar    konjugierter    Punkte    233"    und   21"    dieses 
Systems  sein. 

Ferner  wissen  wir,  daB  aus  zwei  Paaren  konjugierter 
Punkte,  deren  eines  dem  ersten,  das  andere  dem  zweiten 
Systeme  angehort,  allemal  ein  neues  Paar  konjugierter  Punkte, 
welches  dem  dritten  Systeme  angehoren  mu6,  gefunden  wird 
(S.  118);  gehoren  namlich  223  und  21  dem  ersten,  233'  und 
93'    dem  zweiten  System  an,  so  schneiden 

223223'    und    2193'  j 
die  0(S)  in  einem  neuen  Paare  konjugierter  Punkte 

233"  und  ©", 
welches  dem  dritten  Systeme  angehort. 

Aus  diesen  beiden  Eigenschaften  ergiebt  sich  der  Zu- 
sammenhang  zwischen  den  27  Punkten,  in  welch  en  Kegel- 
schnitte die  C(3>  sechspunktig  beriihren.  Diese  Punkte 
paaren    sich    namlich    mit    den    neun    Wendepunkten    zu  je 

18* 
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neun  Paaren  konjugierter  Punkte  in  den  drei  Systemen  der- 
selben. 

Aus    dem    ersten  Satze    folgt,    da  die  Verbindungslinie 

zweier  Wendepunkte     223293' [  bekanntlich  die  G,(3)  immer  in 

einem  dritten  Wendepunkte  293"  treffen  mufi,   da6  auch  die 

Verbindungslinie  I  5151' j  durch  den  Wendepunkt  223",  ebenso 

5121"     durch  223',  |  5T51"  '[  durch  223  gehen  muB,  also: 

Verbindet  man  von  den  27  Punkten,  in  welchen 
Kegelschnitte  die  C(3)  sechspunktig  beriihren,  zwei 
solche,  deren  Tangentialpunkte  zugleich  ihre  kon- 
jugierten  Punkte  sind  (d.  h.  ist  zu  51  der  Wende- 
punkt 2B,  zu  51'  der  Wendepunkt  223'  der  konju- 
gierte,  gehoren  also  51223,  5T223'  demselben  Systeine 
an),  so  geht  diese  Verbindungslinie  allenial  durch 
einen  dritten  Wendepunkt.  Solcher  Geraden  giebt  es 
also  im  allgenieinen  3  .  * -:'t  =  108. 

Aus  dem  zweiten  Satze  folgt,  da  233  223'  die  C*85  in 
dem  dritten  Wendepunkte  223"  schneidet,  daO  auch  die  Ver- 
bindungslinie |  5133' ;  in  einem  Punkte  (£"  schneiden  muG, 
welcher  mit  223"  ein  Paar  konjugierter  Punkte  des  dritten 
Systems  bildet,  wenn  51  und  293  dem  ersten,  29'  und  SB' 
dem  zweiten  System  angehoren,  also: 

Die  27  Punkte,  in  welchen  Kegelschnitte  die 
C(3)  sechspunktig  beriihren,  liegen  zu  je  dreien  auf 
geraden  Linien,  namlich  immer  ein  Punkt  5t,  welcher 
mit  seinem  Tangentialpunkt  223  dem  einen  System, 
ein  Punkt  23',  welcher  mit  seinem  Tangentialpunkt 
223'  dem  zweiten  System,  und  ein  Punkt  (£",  welcher 
mit  seinem  Tangentialpunkt  223"  dem  dritten  System 
konjugierter  Punkte  angehort,  wobei  223,  223'  223"  drei 
in  gerader  Lihie  liegende  Wendepunkte  der  C(3)  sind. 
Solcher  Geraden  giebt  es  im  allgenieinen  81. 

Zu  ihnen  gehoren  auch  die  neun  harmonischen  Polaren 
der  Wendepunkte.  Die  iibrigen  72  entspringen  aus  den  12 
Wendepunktslinien,  deren  jede  drei  Wendepunkte  203,  293',  2B" 
enthalt;  sind  namlich  aus  jedem  derselben  die  drei  iibrigen 
Tangenten    gelegt,     deren    Beriihrungspunkte    seien    51 23  (5, 
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2l'33'(S',  8t"S3"©";  so  konnen  wir  nur  SI  mit  S3'  oder  31  mit 
(£'  verbinden,  denn  die  Verbindungslinie  !  3121' j  geht  durcb 
einen  Wendepunkt;  die  Verbindungslinie  |  2133'  mu8  aber 
einen  bestimmten  Punkt  ©"  enthalten,  I  21©' !  den  bestimm- 
ten  Punkt  33";  ebenso  |  »<£'*'"  |,  S32('(S"  j,  |  ©21'©"  , 
W9t",j,  also  giebt  es  fur  die  Wendepunktslinie  |  2B3B'2B" 
nur  seehs  solcher  Linien  j  2123S  |,  mithin  im  ganzen  nur 
12.6  =  72,  zu  denen  die  neun  barmonischen  Polaren  binzu- 
treten. 

Aus  dem  in  §  9,  8.  bewiesenen  Satze,  daB  wenn  secbs 
Punkte  einer  6,(3)  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  auch  ibre 
secbs  konjugierten  Punkte  in  einem  der  drei  Systeme  allemal 
auf  einem  Kegelscbnitt  liegen  miissen,  folgt  eine  weitere 
Beziebung  zwiscben  unsern  27  Punkten,  welcbe  in  den  drei 
Systemen  den  neun  Wendepunkten  konjugiert  sind.  Die 
Wendepunkte  liegen  namlicb  zu  dreien  auf  den  zwolf  Wende- 
punktsgeraden  (§  28),  und  diese  lassen  sicb  paarweise  als 
ausgeartete  Kegelscbnitte  auffassen,  was  '  =  66  Linien- 
paare  giebt,  also: 

Von  den  27  Punkten,  in  welcben  Kegelscbnitte 
die  C(Z>  secbspunktig  berubren,  liegen  immer  ge- 
wisse  secbs  auf  einem  Kegelscbnitte,  namlicb 
solcbe  secbs,  deren  Tangentialpunkte  gleicbzeitig 
die  konjugierten  Punkte  in  einem  und  demselben 
Systeme  auf  der  C(3)  sind  und  zwar  secbs  Wende- 
punkte, die  zu  je  dreien  auf  zwei  Wendepunkts- 
linien  liegen.  Solcber  Kegelschnitte  giebt  es  im  allge- 
meinen  66. 

Hieraus  folgt,  daB  solcbe  neun  Punkte,  welcbe  die 
konjugierten  Punkte  der  neun  Wendepunkte  sind  in  einem 
der  drei  Systeme  von  konjugierten  Punktepaaren  auf  der  C(3), 
niemals  eine  Gruppe  von  neun  associierten  Punkten  bilden; 
denn  in  dies  em  Falle  muBten,  da  secbs  von  ibnen  auf  einem 
Kegelscbnitt  liegen,  die  drei  librigen  auf  einer  Geraden 
liegen.  Dies  ist  aber  nicbt  der  Fall,  denn  die  Verbindungs- 
linie zweier  gebt  immer  durcb  einen  Wendepunkt,  kann  also 
k einen  vierten  Punkt  mebr  entbalten. 
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3.  Wahrend  in  jedem  Punkte  die  C(3)  von  einem  Kegel- 
schnitt  fiinfpunktig  beriihrt  werden  kann  und  nur  in  aus- 
gezeiclineten  (27)  Punkten  Kegelschnitte  dieselbe  sechspunktig 
beruhren,  giebt  es  unendlich  viele  Kegelschnitte,  welche  in 
einem  gegebenen  Punkte  ^5  dieselbe  vierpunktig  beruhren. 
Durch  vier  Punkte  der  C'3)  als  Grundpunkte  eines  Buschels 
gehen  iiberhaupt  unendlich  viele  Kegelschnitte,  welche  noch 
in  je  zwei  ubrigen  Punkten  der  C,3)  begegnen,  deren  Ver- 
bindungslinien  samtlich  durch  einen  festen  Punkt  der  C(3) 
laufen  (§  9,  l.),  den  Gegenpunkt  zu  den  Grundpunkten  des 
Buschels. 

L'aBt  man  die  vier  Grundpunkte  des  Buschels  einander 
unendlich  nahe  rficken,  sodaB  sie  in  einen  einzigen  Punkt 
ty  der  C(3)  zusammenfallen,  so  nimmt  das  Kegelschnittbiischel 
einen  besonderen  Charakter  an  und  besteht  aus  samtlichen 
Kegelschnitten,  welche  die  6,(3)  in  ^  vierpunktig  beruhren. 
Der  Gegenpunkt  O,  durch  welchen  alle  von  den  Kegel- 
schnitten ausgeschnittenen  Sehnen  (Verbindungslinien  der 
beiden  ubrigen  Schnittpunkte  der  C(3)  mit  einem  in  9$  vier- 
punktig beriihrenden  Kegelschnitt)  laufen,  wird  gefunden 
durch  den  besonderen  Kegelschnitt,  welcher  aus  der  doppelt 
zu  zahlenden  Tangente  in  ty  besteht;  schneidet  diese  Tan- 
gente  in  dem  Tangentialpunkt  ?$l}  so  fallen  in  ^  zwei 
Punkte  zusamnien,  die  eins  der  vorigen  Paare  bilden;  die 
Tangente  in  ^  schneide  zum  dritten  Mai  in  D,  dann  ist 
offenbar  D  der  gesuchte  Gegenpunkt. 

Da  durch  £1  auBer  der  Tangente  |  O^  |  im  allgemeinen 
noch  drei  andere  Tangenten  an  die  C(3>  gehen,  so  folgt: 

Soil  in  einem  Punkte  ?$  der  (7(3)  ein  Kegelschnitt 
dieselbe  vierpunktig  beruhren,  so  giebt  es  unter 
alien  diesen  Kegelschnitten  im  allgemeinen  drei, 
welche  auBerdem  noch  in  einem  andern  Punkte  die 
(7(3)  zweipunktig  beruhren.  Die  Beruhrungspunkte 
dieser  drei  Kegelschnitte  werden  gefunden,  indem 
man  in  $P  die  Tangente  zieht,  ihren  Tangential- 
punkt ^x  aufsucht,  in  ^  aufs  neue  die  Tangente 
zieht,  deren  Tangentialpunkt  D   sei,    und    aus  D  die 
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drei  noch  iibrigen  Tangenten   an  die  C'(3)  legt,   deren 
Beriihrungspunkte  die  drei  gesuchten  sind. 

Man  kann  die  drei  Beriihrungspunkte  auch  noch  in 
anderer  Weise  finden;  geht  narnlich  eine  Tangente  aus  Q, 
an  die  C(3),  welche  in  %  beriihre,  mid  zieht  man  ty%  |, 
welche  in  9ft  zum  dritten  Mai  der  6,(3)  begegnet,  so  wird, 
weil  zu  ty  der  Tangentialpunkt  ^517  zu  %  der  Tangential- 
punkt  JSD,  ist,  auch  der  Tangentialpunkt  zu  9ft  auf  Q^t 
liegen  miissen;  der  dritte  Schnittpunkt  von  O^  ist  aber 
$P,,  folglich  muB  ^  auch  der  Tangentialpunkt  zu  9ft  sein. 
Hieraus  folgt: 

Legt  man  aus  dem  Tangentialpunkt  ^  fur  den  ge- 
gebenen  Punkt  ^  die  drei  noch  iibrigen  Tangenten  an  die 
r(i)  und  verbindet  die  drei  Beriihrungspunkte  derselben  mit 
^S,  so  schneiden  diese  drei  Geraden  die  C(3)  in  den  drei 
neuen  Punkten  X,  %',  %",  welche  die  gesuchten  Beriihrungs- 
punkte der  drei  Kegelschnitte  sind,  die  in  ^S  vierpunktig 
und  in  %  tbez.  %',  %")  zweipunktig  die  C(3)  beriihren. 

Die  Aufgabe:  „in  einem  gegebenen  Punkte  ty  der  C(S) 
einen  vierpunktig  beriihrenden  Kegelschnitt  zu  legen,  der 
noch  in  einem  andern  Punkte  die  Kurve  zweipunktig  be- 
riihrt", hat  also  im  allgemeinen  drei  Losungen. 

Will  man  umgekehrt  in  einem  Punkte  %  einen  zwei- 
punktig beriihrenden  Kegelschnitt  konstruieren,  der  noch  in 
einem  andern  Punkte  ^S  vierpunktig  beriihren  soil,  so  nehme 
man  zu  %  den  Tangentialpunkt  D,  lege  aus  D  eine  Tan- 
gente an  die  (,(3),  welche  in  ^  beriihrt  (deren  es  nur  noch 
drei  giebt),  und  ziehe  aus  dem  Beriihrungspunkt  <^l  eine 
Tangente  an  die  C(3),  welche  in  ty  beriihrt  (deren  es  vier 
giebt),  dann  ist  ty  der  gesuchte  Punkt. 

Die  Aufgabe:  „in  einem  gegebenen  Punkte  X  der  C(3) 
einen  zweipunktig  beriihrenden  Kegelschnitt  zu  legen,  welcher 
noch  in  einem  andern  Punkte  die  Kurve  vierpunktig  beriihrt", 
hat  also  im  allgemeinen  zwolf  Losungen. 

Will  man  durch  zwei  Punkte  91  und  S3  einer  C(Z)  einen 
Kegelschnitt  legen,  welcher  auBerdem  die  Kurve  in  einem 
dritten  Punkte  ^    vierpunktig    beriihren  soil,    so  ziehe  man 
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2(93  und  ermittele  ihren  dritten  Schnittpunkt  Q,  lege  aus 
C  eine  Tangente  an  die  C®\  welche  in  ^x  beriihre  (deren 
es  vier  giebt),  und  aus  ^  eine  neue  Tangente  an  die  C{3), 
welche  in  ?$  beruhrt  (deren  es  ebenfalls  vier  giebt),  dann 
ist  ein  solcher  Punkt  ^  der  gesuchte;  diese  Aufgabe  bat 
also  im  allgemeinen  secbszehn  Losungen. 

4.  In  einem  Punkte  21  der  6,(3)  kann  man  doppelt  un- 
endlicb  viele  dreipunktig  beriihrende  Kegelschnitte  legen, 
welcbe  auBerdem  im  allgemeinen  nocb  in  drei  iibrigen 
Punkten  $£,  Q,  9ft  die  C(3>  schneiden.  Verlangt  man,  daB 
auch  die  drei  iibrigen  Punkte  ^3,  Q,  9ft  in  einen  einzigen  93 
zusammenriicken  sollen,  also  ein  Kegelschnitt  die  Cf(8)  in 
zwei  verschiedenen  Punkten  21  und  S3  dreipunktig  beriihren 
soil,  so  sind  die  Punkte  21  und  93  einer  Bedingung  unter- 
worfen,  die  so  gefunden  werden  kann.  Denkt  man  sich  drei 
benachbarte  Gerade  2T9S93  ,  ;  2t'9S'93'  ,  81" SB" 93" ',  deren 
neun  Scbnittpunkte  mit  der  C^>  eine  Gruppe  von  neun  as- 
sociierten  Punkten  bilden,  und  laBt  man  sodann  die  drei 
Geraden  zusammenf alien,  sodaB  21  =  21' =  21"  und  93  =93' =93" 
die  beiden  Beruhrungspunkte  eines  zweimal  dreipunktig  be- 
riihrenden  Kegelschnitts  werden,  dann  miissen  die  drei  Punkte 
S$,  28',  923"  auf  einer  Geraden  liegen,  also  der  dritte  Schnitt- 
punkt von  \  2193  mit  der  C'(3)  muB  ein  Wendepunkt  9$  der 
C(3>  sein,  und  auch  umgekehrt,  also: 

Zieht  man  durch  einen  Wendepunkt  993  der  C{:i) 
eine  beliebige  Gerade,  welche  in  den  beiden  Punkten 
21  und  93  der  G'(3)  begegnet,  so  giebt  es  allemal  einen 
Kegelschnitt,  welcher  gleichzeitig  sowohl  in  2t  wie 
in  93  die  Kurve  dreipunktig  beriihrt. 

Ist  21  gegeben,  so  findet  man  also,  da  es  neun  Wende- 
punkte  giebt,  neun  Kegelschnitte,  welche  auBer  in  21  noch 
in  einem  zweiten  Punkte  93  die  Kurve  dreipunktig  beriihren. 
(Von  diesen  sind  drei  reell  und  sechs  imaginar.) 

Nimmt  man  drei  Wendepunkte  923n  9S2,  2B3,  welche  auf 
einer  Geraden  (Wendepunktslinie)  liegen,  und  projiciert  die- 
selben  von  einem  Punkte  ^S  der  C(3)  aus  in  die  drei  Punkte 
21,  93,  ©,  sodaB 
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$9£,Sl,  $323,93,  $2B3(S 
auf  je  einer  Geraden  liegen,  so  giebt  es  drei  Kegelschnitte, 
von  denen  der  eine  in  $  und  9(,  der  andere  in  $  und  93, 
der  dritte  in  $  und  (S  die  Kurve  zweirnal  dreipunktig  be- 
riihrt.  Die  drei  Punkte  %,  93,  6  stehen  dann  in  einer  eigen- 
turnlichen  Verbindung  mit  einander;  da  namlich  die  neun 
Durchsclinittspunkte  der  drei  Geraden 

$3B,st  ,  $2B293  ,  ;$ss3e 

eine  Gruppe  von  neun  associierten  Punkten  bilden,  und  die 
drei  Punkte  28,,  2B2,  2B3  auf  einer  Geraden  liegen,  so  miissen 
die  sechs  iibrigen  auf  einem  Kegelschnitt  liegen;  es  giebt 
also  einen  Kegelschnitt,  welcher  in  $  die  6,(3)  dreipunktig 
beriihrt  und  auBerdeni  durch  die  drei  Punkte  2t,  S3,  ©  geht. 
Aus   den   beiden   in  je   sechs   Punkten   schneidenden  Kegel- 

schmtten  [^sp  9(9(51]  und  [$$$${»(£] 

folgt,  daB  der  Gegenpunkt  fiir  das  Kegelschnittbiischel  mit 

den  vier  Grundpunkten  $,$,$,  St,   sowohl  der  Tangential- 

punkt  St,  zu  St,  als  auch  der  dritte  Schnittpunkt  von  !93© 

mit  der  0(:,)  sein  muB,  also  liegen 

93,  S,  St, 
und  ebenso 

6,  «,  93, 

%,  93,  e, 

auf  einer  Geraden,  wenn  St, ,  93,,  (£,  die  Tangentialpunkte  fiir 
St,  93,  ©  bedeuten. 

Die  drei  Punkte  SI,  93,  (5  haben  also  eine  solche 
Lage,  daB  die  Verbindungslinie  zweier  in  dem  Tan- 
gentialpunkt  des  dritten  der  Kurve  begegnet. 

Haben  die  drei  Punkte  St,  93,  ©  eine  solche  eigentiim- 
liche  Lage,  so  haben  die  drei  neuen  Punkte  91, ,  93,,  (£,,  ihre 
Tangentialpunkte,  eine  gleiche  Lage,  denn  aus  den  beiden 
Geraden  (  m^  ^ 

[(£9193,1 
folgt,  weil     93d     in  SI,    schneidet   und  die  Tangente     31  SI  j 
auch   in   St,,   daB    der   Tangentialpunkt   St.2   des   Punktes  91, 
auf  der  Geraden     93,  (S,  |  liegen  muB;  es  liegen  also 
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una  ebenso  ~     of     ^ 

*l'l     ^l*     ^2, 

«i,  »i,  ^ 
auf  je  einer  Geraden;  es  sind  also  auch  fur  die  drei  Punkte 
2lx,  S81;  ©i  die  Schnittpunkte  von  den  Verbindungslinien  je 
zweier  die  Tangentialpunkte  des  dritten.  Wir  konnen  soniit 
aus  einer  solchen  Gruppe  von  drei  Punkten  2t,  93,  (£  immer 
eine  neue  von  gleicher  Beschaffenheit  ableiten  u.  s.  f.  Auch 
umgekehrt  zeigt  sich,  datt  wenn  drei  Punkte  SI,  93,  (S  der  0(3) 
die  angegebene  Eigenschaft  besitzen,  sie  die  Projektionen 
dreier  in  gerader  Linie  liegenden  Wendepunkte  von  einem 
beliebigen  Kurvenpunkte  aus  sein  mussen. 

Durch  einen  willkiirlich  auf  der  C(8)  zu  wahlendeu 
Punkt  21  sind  die  beiden  iibrigen  der  Gruppe  2193©  schon 
bestinimt,  aber  mehrdeutig.  Verbinden  wir  namlich  21  mit 
dein  Wendepunkt  2B1;  nennen  den  dritten  Schnittpunkt 
^!  und  nehmen  die  Wendepunktslinie  |  SB19B29B3 1,  so  be- 
stimmen  |  ^SS^  j  und  I^SBgl  die  beiden  iibrigen  Punkte 
93,  (£  der  Gruppe. 

Wir  konnen  aber  auch  21  mit  SB2  verbinden  und  er- 
halten  dann  den  Projektionspunkt  ^S2;  da  wir  nun  die  vier 
Geraden  haben 

laa&x&i,  »«mu  icaB.^!,  i«2B8¥t|, 

so  folgt  aus  den  beiden  Geraden 

I*  a*  I 

die  dritte  Gerade  |  gu  gu       i 

und  da  95^  ein  Wendepunkt  ist,  also  ISSj^SSj  auf  der- 
selben  Geraden  liegen,  da6  |  ^52©  |  durch  2BX  gehen  muB; 
wir  haben  also  die  neue  Gerade 

ferner  folgt  aus  den  beiden  Geraden 

ICflMM 

|^9B293  j 


die  Gerade 


'i'*MZ 
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|ssb8M 

ziehen  wir  endlich  die  Verbindungslinie  |  51 2B3 1 ,  welche  in 
^33  der  Kurve  begegnen  mag,  also 

I  «»,*. ! 
so  folgen  in  gleicher   Weise  die  beiden  neuen   Geraden 

|£2B2$3l  und  isas^ji. 

Wir  haben  also    folgende   eigentiimliche   Konfiguration 
von  neun  Geraden 

aaBxM,  |«aB,M  |«aB,?ps|, 

8SBaqU  |8SB,&|,  l®»i*5l, 
<52Bs$ftl,  |  (£©,%!,  I  <£©,¥.  I, 
woraus  hervorgeht,  daB  dieselben  Punkte  St,  S3,  S  von 
drei  verschiedenen  Punkten  S$l}  $$2,  $P3  aus  als  die 
Projektionen  der  drei  in  gerader  Linie  liegenden 
Wendepunkte  auf  die  Kurve  erscheinen,  und  zwar  in 
cyklischer  Reikenfolge;  auch  bilden  die  Projektions- 
centra  ty1}  ty2,  ^3  eine  neue  Gruppe  von  gleicher  Be- 
schaffenheit,  weil  sie  als  die  Projektionen  derselben 
Wendepunkte  von  5t,  oder  von  53,  oder  von  (£  aus 
erscheinen. 

Aus  den  drei  Geraden 

l»aypj, 

geht  zugleich  hervor,  weil  ^S^SSs  auf  einer  Geraden 
liegen,  daB  die  sechs  Punkte  der  beiden  voneinander  ab- 
hangigen  Gruppen  21,  23,  (5  und  S$ly  ^32,  ^j53  auf  einem  Kegel- 
schnitt  liegen  miissen* 

Die  sechs  Punkte  %,  33,  %  $u  $2,  %  liegen  der- 
artig  auf  dem  Kegelschnitt,  daB  die  drei  Sechsecke 


*  Diese  Satze  stammen  nach  einer  Mitteilung  von  Herrn  Durege, 
„Die  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung",  S.  288,  von  Herrn  Kvipper  her. 
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eine  und  dieselbe  Pascalsche  Linie  haben,  welche 
dieselben  drei  Durchschnittspunkte  der  Gegenseiten 
enthalt. 

5.  Wir  gingen  von  einer  beliebigen  Wendepunktslinie 
|  393j  S332  S233 1  dreier  in  einer  Geraden  liegenden  Wendepunkte 
aus  und  fanden  durch  Projektion  derselben  von  einem  be- 
liebigen Kurvenpunkte  ^  aus  die  Gruppe  5123©,  wobei  sich 
zeigte,  da6  dieselbe  Gruppe  auftrat  nicht  bloB  von  dem 
einzigen  Punkte  9$  aus7  sondern  von  drei  verschiedenen 
Punkten  Sft,^,^  aus. 

Dieselbe  Gruppe  31  S3©  tritt  aber  auch  auf  fur  neue 
Projektionscentra,  wenn  wir  zwei  andere  Wendepunktslinien 
an  Stelle  der  ersten  setzen. 

Aus  dem  Zusamnienhange  zwiscben  den  Wendepunkten 
323.  (i;  k=  1,  2,  3)  ergeben  sich  namlich  (§  28)  fur  die 
Wendepunktslinie 

l»jte?»il 

und  den  Projektionspunkt  ?$\ 

I*!©;*!,  !?p;aBJ®l,  l*J2BS®l, 
drei   Gerade    nrit  je    drei  Punkten.     Verbinden  wir  nun  SI 
init  einem  der  iibrigen   sechs   Wendepunkte,  z.  B.  9$j,  und 
nennen  den  dritten  Schnittpunkt  ^,  so  baben  wir  die  Gerade 

Aus  den  beiden  Geraden 
folgt 


iiSBsaB; 


8as- 


Da  nun  SB^SB^SSij  auf  einer  Geraden  und  auch  2B{ 
auf  einer  Geraden  liegen,  so  mussen 

auf  einer  Geraden  liegen.    Ebenso  folgt  aus  den  Geraden 
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daft 

$;2B*<£ 

auf  einer  Geraden  liegen  mussen.  Mithin  geht  die  Gruppe 
5123©  aus  den  drei  in  einer  Geraden  liegenden  Wendepunkten 
SB  J,  933!,  SB  *  hervor  durch  Projektion  von  Spj  aus. 

Zu  den  beiden  Wendepunktslinien  |  933}  923  ^9333  :  nn& 
j  S53  '^  333 1  SB  y  gehort  als  dritte  Seite  eines  Wendepunkts- 
dreiseits  diejenige  Gerade,  auf  welcher  die  drei  iibrigen 
Wendepunkte  liegen 

2B»,  9EJ,  9£33, 

und  wir  erkennen  in  gleicher  Weise,  wie  vorhin,  da6  die- 
selbe  Gruppe  5(93©  auch  hervorgeht  durch  Projektion  dieser 
drei  Wendepunkte  von  einem  Punkte  $p3  aus,  indem  je  drei 
Punkte  auf  der  Geraden  liegen 

I¥;sb;hi,  i $?©;»!,  I*;©;® i; 

wir  haben  also  den  Satz: 

Dieselbe  Gruppe  von  Punkten  S(,  93,  ©  lafit  sich 
aus  drei  verschiedenen  Wendepunktslinien,  welche 
die  Seiten  eines  Wendepunktsdreiseits  bilden,  als 
die  Projektion  der  drei  in  einer  dieser  Geraden  lie- 
genden Wendepunkte  von  einem  Kurvenpunkte  aus 
ableiten. 

Die  drei  Projektionscentra  9$ } ,  ty\ ,  ty\  bilden  selbst  wieder 
eine  Gruppe  von  gleicher  Beschaffenheit,  wie  3193©,  weil 
sie  als  die  Projektionen  der  drei  in  gerader  Linie  liegenden 
Wendepunkte  933},  933  j,  933 \  von  SI  aus  erscheinen. 

Nun  haben  wir  aber  fur  jede  dieser  Wendepunktslinien 
nicht  nur  ein  sondern  drei  Projektionscentra  gefunden  (4.), 
sodaB  wir  im  ganzen  neun  Projektionscentra  haben,  die  wir 
entsprechend  bezeichnen  konnen 

WWW,  KTC9S,  WWW- 

Diese  sind  nichts  anderes,  als  die  Projektionen  der  neun 
Wendepunkte  von  51  aus  auf  die  C(S),  oder  auch  von  93  aus, 
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oder  von  ©  aus,  aber  in  cyklischer  Folge,    sodaB  wir  die 
Geraden  haben 


cat;*; 


2i3S3$ 


3 1 

8  I; 
3  I 

3  it 


213S3$3 

.  isssb3^3 

Die  neun  Projektionscentra  5)3.  (t,  /j  =  1,  2,  3),  fur  deren 
jedes  die  Gruppe  von  Punkten  21,  33,  (S  als  die  Projektionen 
von  drei  in  gerader  Linie  liegenden  Wendepunkten  erscheint, 
bilden  selbst  wieder  unter  sich  Gruppen  zu  je  dreien  von 
gleicher  Beschaffenheit,  und  zwar  gehort  jeder  dieser  Punkte 
vier  solchen  Gruppen  an,  z.  B. 

¥i*;$i,  wmw,  ¥1*5?;,  ?}*;*;; 

die  ubrigen  Gruppen  sind,  wie  sich  unmittelbar  aus  der 
Lage  der  Wendepunkte  (§  28)  ergiebt,  der  analog  sie  zu 
bilden  sind,  folgende 

KKVS.  Sift*;,  *;*!*{,  *!-*!&,•' 

v^i^h  *;w?i,  www,  *!*s^;. 

6.  Das  gewonnene  Resultat  sagt  aus,  da8  wenn  wir  die 
neun  Wendepunkte  333  (.  von  eineni  Punkte  21  der  Kurve  aus 
auf  dieselbe  projicieren,  die  dadurch  erhaltenen  neun  Punkte 
ty.  sich  auf  zwolf  Arten  zu  je  dreien  einer  Gruppe  ver- 
einigen,  welche  dieselbe  Eigenscbaft  besitzt,  wie  die  ur- 
sprungliche  Gruppe  2123(5,  da6  immer  vier  solche  Gruppen 
einen  Punkt  gemein  haben  und  daG  dieselben  Punkte  $. 
hervorgehen,  wenn  wir  von  33  oder  ©  aus  die  Wendepunkte 
auf  die  Kurve  projicieren. 

Wir  konnen  jetzt  auch  unigekehrt,  anstatt  von  21  aus- 
zugehen,    von  ty\   ausgehen  und  finden  dann  nicht   nur  die 
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eine  Gruppe  2123®,  sondern  dazu  noch  zwei  andere,  also  im 
ganzen  neun  Punkte,  die  sich  wiederum  wie  die  ^5  zu  je 
dreien  in  zwolf  Gruppen  ordnen,  von  denen  immer  vier  einen 
Punkt  gemein  haben;  ftihren  wir  zur  deutlicheren  Uber- 
sicht  eine  etwas  veranderte  Bezeichnung  ein,  indem  wir 

statt  51  . .  .  51  \ ,     statt  93  ...  51* ,     statt  £  ...  51* 
setzen  und  die  iibrigen  secbs  Punkte  als  dritte  Schnittpunkte 
der  Verbindungslinien  erhalten 

|?{2B?5t?|?  !$1®!«!!>  l*J»J«!l,     f 

so  laBt  sich  erkennen,  durch  welche  von  den  Wendepunkten 
die  81  Verbindungslinien  der  Punkte 

5T   und  «p*  (m,  n  -  1,  2,  3;  i,  h  =  1,  2,  3) 

hindurchgehen  miissen  aus  folgender  Tabelle 


*i 

¥1 

¥S 

$? 

$5 

$5 

?a 

*2 

K 

5i; 

28* 

mi 

28* 

28? 

as2 

28* 

28? 

as3 

28:: 

*}. 

ss* 

28* 

SB} 

©; 

2B32 

as? 

2B« 

as* 

»; 

*i 

sb; 

®j 

SJ 

©s 

2B? 

ss:j 

as3 

as? 

28* 

51? 

as? 

®; 

38* 

as? 

ss23 

as3, 

28} 

as* 

28* 

«; 

2B2. 

2B23 

as? 

* 

«: 

as3 

as; 

28* 

28* 

281 

*■ 

2B23 

as? 

SSI 

28* 

as? 

sb* 

2B3 

IB  I 

sb* 

a; 

S33? 

©J 

©5 

as; 

as* 

28* 

as? 

281 

28* 

a23 

28  s. 

®! 

as? 

©j 

©3 

as} 

ss^ 

281 

28? 

«: 

2B83 

as? 

sb3. 

28* 

as; 

as* 

sb; 

as? 

SSI 

Um  den  Wendepunkt  zu  ermitteln,  durch  welchen  die 
Verbindungslinie  von  ty  mit  51"  hindurchgeht,  suchen  wir 
den  in  der  Vertikalreihe  35.   und  in  der  Horizontalreihe  51" 

~  I  771 

stehenden  Buchstaben  auf.  In  jeder  Vertikalreihe  und  in 
jeder  Horizontalreihe  stehen  samtliche  Wendepunkte,  nur  in 
anderer  Anordnung;  die  81  Verbindungslinien  |S|3*5t^| 
schneiden  sich  also  zu  je  neun  in  den  neun  Wendepunkten. 
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Nimmt  man  von  den  samtlichen  in  einer  beliebigen 
Vertikalreihe  stehenden  Wendepunkten  drei  solche  heraus, 
welche  in  einer  Geraden  (Wendepunktslinie)  liegen  und  pro- 
jiciert  sie  von  dem  iiber  der  Vertikalreihe  stehenden  Punkte 
ty  aus,  so  erhalt  man  die  drei  vor  den  entsprechenden 
Horizontalreihen  stehenden  Punkte  2t,  welche  eine  Gruppe 
bilden  von  der  Beschaffenheit,  wie  die  besprochene  Gruppe 
21  93©.  Durch  einen  der  neun  Punkte  21 '  sind  die  iibrigen 
acht^  vollstandig  und  eindeutig  bestimmt. 

7.  Die  drei  Punkte  21,  23,  ©  einer  Gruppe,  welche  als 
die  Projektionen  dreier  in  gerader  Linie  liegenden  Wende- 
punkte  von  einem  Kurvenpunkte  aus  erscheinen,  und  welche 
gleichzeitig,  wie  wir  gesehen  haben  (4.),  die  Eigenschaft 
besitzen,  da6  der  Tangentialpunkt  zu  21  auf  |  93©  ,  der  Tan- 
gen  tialpunkt  zu  93  auf  ©21  und  der  Tangentialpunkt  zu 
©  auf  2193  |  liegt,  besitzen  noch  eine  weitere  Eigenschaft. 
Schneidet  namlich  irgend  ein  in  21  dreipunktig  beriihrender 
Kegelschnitt  die  (7(3)  auBerdem  in  den  drei  Punkten  ^$,  O, 
9ft,  so  wird  das  Kegelschnittbuschel  [2l$J3£l9ft]  zum  Gegen- 
punkt  den  Tangentialpunkt  2lt  zu  21  haben,  weil  die  sechs  Punkte 
[21,  ^5,  D,  9ft,  21,  21]  auf  einem  Kegelschnitt  liegen.  Da  aber 
2lj  auch  auf  J  93©  liegt,  so  miissen  21,  93,  ©,  ty,  D,  9ft  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen;  das  Kegelschnittbuschel  [93 ty O 9ft]  wird 
also  zum  Gegenpunkt  den  dritten  Schnittpunkt  von  21  ©|  mit 
der  Kurve  haben,  d.  h.  den  Punkt  93, ,  welcher  Tangential- 
punkt zu  93  ist.  Hieraus  folgt,  daB  auch  die  sechs  Punkte 
93,  ^8,  O,  9ft,  93,  93  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  miissen, 
oder  was  dasselbe  sagt,  daB  es  einen  zweiten  Kegelschnitt 
durch  *JS,  O,  9ft  giebt,  welcher  in  93  dreipunktig  beruhrt,  und 
einen  dritten,  welcher  in  ©  dreipunktig  beruhrt,  also: 

Bilden  die  Punkte  21,  93,  ©  eine  solche  Gruppe 
von  Punkten  auf  der  Cl3),  welche  als  die  Projektionen 
dreier  in  gerader  Linie  liegenden  Wendepunkte  von 
einem  Kurvenpunkte  aus  erscheinen,  und  legt  man 
durch2l  einen  dreipunktig  beriihrenden  Kegelschnitt, 
welcher  auBerdem  in  S$,  O,  9ft  der  C{3)  begegnet,  dann 
giebt  es   durch   ^S,  D,  9ft  noch   einen   zweiten    Kegel- 
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schnitt,  welcher  in  93,  und  einen  dritten,  welcher  in 
(5  die  Kurve  dreipunktig  beriihrt. 

Wir  konnen  jetzt  die  Frage  umkehren  und  durch  drei 
gegebene  Punkte  $P,  O,  9ft  einen  solchen  Kegelschnitt  zu  legen 
versuchen,  welcher  auGerdeni  die  C(3)  noch  in  einem  andern 
Punkte  dreipunktig  beriihrt.  Hatten  wir  einen  solchen 
Punkt  3t  gefunden,  welcher  die  Eigenschaft  besaBe,  da8  ein 
durch  ^,  D,  9ft  gelegter  Kegelschnitt  in  %  die  Kurve  drei- 
punktig beruhrte,  so  konnten  wir  aus  31  noch.  andere  Punkte 
von  gleicher  Beschaffenheit  ermitteln;  denn  ware  95  ein  ge- 
suchter  zweiter  Punkt  von  derselben  Beschaffenheit,  so  muBte 
wegen  des  Kegelschnitts  [9$  D  9ft  313131]  zu  dem  Kegelschnitt- 
buschel  mit  den  Grundpunkten  npQ9ft3I]  der  Gegenpunkt 
3tx  der  Tangentialpunkt  zu  31  sein,  und  ebenso  zu  dem  Kegel- 
schnittbuschel  mit  den  vier  Grundpunkten  [^3  D  9ft  93]  der 
Gegenpunkt  93,  der  Tangentialpunkt  zu  93  sein.  Legt  man 
aber  den  beiden  Biischeln  angehorigen  Kegelschnitt  durch 
die  funf  Punkte  *§,  D,  9ft,  31,  93,  welcher  noch  in  einem 
sechsten  Punkte  ©  der  Kurve  begegnet,  so  muBte  |  93©  | 
durch  3IX  und  |  31©  |  durch  93x  gehen.  Hieraus  folgt  aber, 
wenn  ©x  der  Tangentialpunkt  zu  ©  ist,  daG  auch  ©,  auf 
|  3193  |  liegen  muB;  denn  aus  den  vier  Geraden 

i93©3C1|,    j  313131,,    I3KS93J,    |939393x| 
folgt,  wenn  wir  die  beiden  zusamnienstellen 

|  31  31,  31  | 
I  93,  93  93  I 


L*-«"«,J, 

d.  h.  wenn  (S,  der  Tangentialpunkt  zu  ©  ist,  so  muB  (E,  auf 
I  3193  |  liegen.  Die  drei  Punkte  31,  93,  S  besitzen  also  die 
Eigenschaft,  daB  der  Tangentialpunkt  eines  jeden  von  ihnen 
auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  ubrigen  liegt;  sie  bil- 
den  daher  eine  solche  Gruppe,  welche  als  Projektionen 
dreier  in  gerader  Linie  liegenden  Wendepunkte  von  einem 
Kurvenpunkte  aus  erscheinen.  Da  nun  31  die  Eigenschaft 
besitzt,   daB   ein  durch  ?$,  Q.  9ft  gehender  Kegelschnitt  die 
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Kurve  in  %  dreipunktig  beriihrt,  so  mtissen  nach  dem 
vorigen  Satze  auch  23  und  ©  die  gleiche  Eigenschaft  be- 
sitzen. 

Die  vorgelegte  Frage  lauft  jetzt  also  darauf  hinaus,  wie 
viele  solcher  Paare  von  Punkten  23  und  &  es  giebt,  die  mit 
%  zusammen  eine  Gruppe  5193  (5  von  der  angegebenen  Eigen- 
schaft bilden.  Diese  Frage  beantwortet  aber  die  Tabelle 
in  6.,  denn  sie  zeigt,  daB  es  mit  dem  gemeinsamen  Punkt 
%\  vier  solche  Gruppen  giebt 

mithin  im  Ganzen  neun  solcher  Punkte,  wir  schlieBen  also: 

Durch  drei  willkurlich  zu  wahlende  Punkte  ^, 
D,  Sft  einer  C(3)  giebt  es  im  allgemeinen  neun  Kegel- 
schnitte, welche  die  C(3)  auBerdem  noch  in  je  einem 
Punkte  dreipunktig  beriihren.  Die  neun  Beruhrungs- 
punkte  dieser  Kegelschnitte  erscheinen  als  die  Pro- 
jektionen  der  neun  Wendepunkte  der  C(3)  von  einem 
gewissen  Kurvenpunkte  ?$.  aus,  und  es  giebt  neun 
solcher  Kurvenpunkte,  welche  dieselben  neun  Be- 
riihrungspunkte liefern.  Durch  einen  dieser  Beriih- 
rungspunkte  sind  die  iibrigen  acht  vollstandig  be- 
stimmt. 

(Da  von  den  neun  Wendepunkten  drei  reell  und  sechs 
imaginar  sind,  so  sind  auch  von  den  neun  Kegelschnitten 
drei  reell  und  sechs  imaginar.) 

Da  wir  oben  gesehen  haben,  dass  die  drei  gegebenen 
Punkte  $P,  C,  SR  allemal  mit  den  drei  Punkten  ?t,  93,  (S  einer 
Gruppe  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  und  da  sich  die 
neun  Beriihrungspunkte  %.  in  zwolf  solcher  Gruppen,  ent- 
sprechend  den  zwolf  Wendepunktslinien  ordnen  lassen  (ebenso 
wie  oben  5.  die  neun  Punkte  $$.),  so  folgt: 

Die  neun  Beriihrungspunkte  der  vorigen  neun 
Kegelschnitte  liegen  zu  je  dreien  mit  den  gegebenen 
Punkten    ^5,   O,  fH;    auf    zwolf    Kegelschnitten,    und 


§  32.    Kegelschnitte,  welche  die  C^  mehrpunktig  beriihren.      201 

diese  gruppieren  sich  auf  vier  verschiedene  Arten 
zu  je  drei  Kegelschnitten,  welche  zusammen  alle 
neun  Beriihrungspunkte  enthalten. 

Dies  entspricht  den  vier  Wendepunktsdreiseiten,  deren 
jedes  alle  neun  Wendepunkte  enthalt;  auch  zeigt  sich,  weil 
von  den  zwolf  Wendepunktslinien  vier  reell  und  acht  ima- 
ginar  sind,  daB  von  den  letzten  zwolf  Kegelschnitten  vier 
reell  und  acht  imaginar  sein  werden. 

1st  51  der  Beruhrungspunkt  eines  durch  ^QSR  gehenden 
und  in  51  dreipunktig  beruhrenden  Kegels  chnitts,  so  miissen 
offenbar  die  drei  Geraden  |  51$  |,  \  5tD  |,  [  3t$  |  die  C™  in 
drei  neuen  Punkten  treffen,  welche  auf  einer  Geraden  liegen, 
weil  die  sechs  Punkte  $,  D,  9ft,  51,  51,  5t  auf  einein  Kegel- 
schnitt  sich  befinden.  Die  vorliegende  Aufgabe  laBt  sich 
also  auch  so  fassen: 

„Drei  auf  der  C(3)  gegebene  Punkte  $,  D,  9ft  von 
einem  gesuchten  Punkte  der  Kurve  aus  so  auf  die- 
selbe  zu  projicieren,  daB  die  drei  erhaltenen  Punkte 
auf  einer  Geraden  liegen." 

Diese  Aufgabe  hat  also  die  neun  Losungen  31 .,  welche 
wir  vorhin  ermittelt  haben. 

8.  VVenn  wir  von  den  neun  Losungen  5l(.  des  Problems 
drei  solche  herausnehmen,  welche  eine  Gruppe  5193©  bilden, 
d.  h.  als  die  drei  Projektionen  dreier  in  gerader  Linie  lie- 
genden  Wendepunkte  von  einem  Kurvenpunkte  aus  erschei- 
nen,  so  liegen,  wie  wir  gesehen  haben,  die  sechs  Punkte 
$,  D,  9ft,  51,  93,  ©  auf  einem  Kegelschnitt.  Da  das  Kegel- 
schnittbiischel  [5193©$]  zum  Gegenpunkt  den  dritten  Schnitt- 
punkt  von  |  09ft  |  mit  der  C(8)  hat,  welcher  $,  genannt 
werde,  so  muB  auch,  wenn  wir  durch  $t  eine  beliebige 
andere  Gerade  |$,  D^J  ziehen,  ein  Kegelschnitt  des  Bu- 
schels  durch  dl  und  9ft,   gehen;  also  die  sechs  Punkte 

«,  93,  ©,  %,  Qn  % 
miissen  auf  einem  Kegelschnitt  liegen. 

Hieraus  folgt  wieder,  daB  das  Kegelschnittbiischel 
[ipQ^jSt]  zum  Gegenpunkt  den  dritten  Schnittpunkt  von 
I  93©  I    mit    der   Kurve    haben    muB.     Dieser  dritte  Schnitt- 
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punkt  ist  aber  %l}  der  Tangentialpunkt  zu  St,  weil  SI  23© 
eine  Gruppe  von  der  oben  angegebenen  Art  bilden,  also 
muB  es  aueh  einen  Kegelschnitt  des  letzten  Buschels  geben, 
welcher  in  SI  dreipunktig  beriibrt,  und  daher,  wie  oben 
nachgewiesen  ist,  auch  einen,  der  in  33,  und  einen  dritten, 
der  in  (5  dreipunktig  bertihrt. 

Dies  heiBt  aber  nichts  anderes  als:  Wenn  wir  an- 
statt  von  den  drei  Punkten  $J3,  Q,  9ft,  wie  es  anfanglich 
geschah,  auszugehen,  von  den  drei  Punkten  ^3,  01;  9ftx 
ausgegangen  w'aren,  wodurch  ein  neues  Problem  gleicher 
Art  gestellt  ware,  so  waren  wir  zu  denselben  neun 
Losungen  St.  gekommen,  denn  es  giebt  zu  jeden  drei  an- 
genommenen  Punkten  $)$,  Q,  9ft  nur  ein  solches  System  von 
Losungen  und  durch  eine  derselben  SI  sind  die  iibrigen  acbt 
vollstandig  und  eindeutig  bestimmt  (6.).  Hieraus  folgt,  da 6 
es  unendlich  viele  Tripel  von  Punkten  ^5,  D,  9ft  giebt, 
fur  die  das  vorgelegte  Problem  zu  demselben  System 
von  neun  Losungen  fiihrt.  Um  aus  einem  solchen 
^  D  9ft  ein  neues  zu  erhalten,  brauchen  wir  uns  nur  zwei 
dieser  Punkte  &  und  9ft  zu  verbinden  und  durch  den  dritten 
Schnittpunkt  ^  von  |  sQ9ft  j  eine  beliebige  Gerade  zu  ziehen, 
welche  in  Ox  und  9ftx  der  6,(3>  begegnet;  dann  sind  ^3,  Q17 
9ftx  ein  neues  derartiges  Tripel.  Dies  kann  auf  drei  Arten 
ausgefuhrt  werden;  aus  diesen  kann  man  wieder  neue  Tripel 
ableiten  u.  s.  f. 

Man  siebt  hieraus,  daB  um  ein  neues  Tripel  zu  er- 
halten, welchem  die  gleiche  Eigenschaft  zukommt,  wie 
dem  ursprunglichen  ^3,  0,  9ft,  man  zwei  Punkte,  etwa  $JS2 
und  On  willkurlich  auf  der  C<3)  annehmen  und  dann  den 
dritten  zugehorigen  Punkt  9ft2  wie  folgt  konstruieren  kann: 
Die  Gerade  Q9ft  ;  schneide  in  ^  zum  dritten  Mai;  man 
ziehe  ■D1^51|,  welche  Gerade  in  9ftt  schneide;  dann  ist 
^5  Ox  9ftx  ein  neues  Tripel ;  man  ziehe  $  9ftx  ,  welche  Gerade 
in  D2  treffe,  und     D2$2 !,  die  in  9ft2  treffe,  dann  ist 

&&% 

ein  neues  Tripel,  von  welchem  die  beiden  Punkte  Qx  und  9$2 
willkurlich  auf  der  C^3)  gewahlt  sind. 
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9.  Nachdem  wir  Kegelschnitte  aufgesucht  haben,  welche 
die  C(3>  sechspunktig,  funfpunktig,  vierpunktig  oder  drei- 
punktig  beruhren,  bleibt  nur  noch  iibrig,  solche  Kegelschnitte 
zu  betrachten,  welche  die  Kurve  zweipunktig  beruhren,  und 
dadurch  kehren  wir  zu  dem  Ausgangspunkte  zuriick,  von 
dem  aus  wir  die  Untersuchung  der  C<3)  begonnen  haben. 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  Punkte  ^S  und  0  der  C(3) 
und  ziehen  die  beiden  Tangenten  der  Kurve  in  diesen  Punkten, 
so  giebt  es  ein  ganzes  Biischel  von  Kegelschnitten,  welche 
die  Kurve  in  ^  und  0  zweipunktig  beruhren.  In  diesem 
besonderen  Kegelschnittbuschel  [s$^300]  mit  vier  Grund- 
punkten,  die  paarweise  zusammenf alien,  kommt  insbesondere 
auch  der  Kegelschnitt  vor,  welcher  aus  der  doppelt  zu  zah- 
lenden  Geraden  |  $P0  |  besteht;  schneidet  dieselbe  also  die 
C(3)  zum  dritten  Mai  in  9ft1;  so  wird  die  Tangente  in  3l1  die 
Verbindungslinie  der  beiden  ubrigen  Schnittpunkte  dieses 
Kegelschnitts  mit  der  C(3>  sein.  Die  Tangente  in  9ftj  moge 
in  %  zum  dritten  Mai  schneiden,  dann  ist  %  der  Gegen- 
punkt  des  Buschels  [^5^500],  indem  alle  Kegelschnitte  dieses 
Biischels  aus  der  C(3)  Punktepaare  ausschneiden,  deren  Ver- 
bindungslinien  durch  %  gehen.  Da  X  der  Tangentialpunkt 
fur  9ftx  ist,  so  gehen  von  X  im  allgemeinen  noch  drei  weitere 
Tangenten  an  die  C,3),  also  giebt  es  unter  alien  Kegel- 
schnitten,  welche  eine  C(3)  in  zwei  verschiedenen 
Punkten  ^  und  0  (zweipunktig)  beruhren,  im  all- 
gemeinen drei,  welche  dieselbe  noch  in  einem  dritten 
Punkte  (zweipunktig)  beruhren. 

Sei  eine  der  drei  noch  ubrigen  Tangenten  aus  %  an  die 
Kurve  X9ft  j  mit  dem  Beriihrungspunkt  9ft,  sodaB  9ft  und  9ftr 
denselben  Tangentialpunkt  haben,  dann  haben  wir  die  sechs 
Punkte  eines  Kegelschnitts 

$,  $,  0,  0,  8t,  9ft. 

Da  nun  j  $P0  ;  in  9ft:  schneidet,  so  werden,  wenn  die  Gerade 
|  ^?9ft  in  0X  und  die  Gerade  |  09ft  in  ^  schneidet,  die 
drei  Geraden 
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neun  associierte  Punkte  aus  der  C(3)  ausschneiden,  und  da 
die  sechs  Punkte  S$,  ty,  D,  Q,  9ft,  91  auf  einem  Kegelschnitt 
liegen,  so  mussen  die  drei  ubrigen  ^Sn01;  9^  auf  einer  Ge- 
raden  sich  befinden;  also  wenn  ein  Kegelschnitt  die 
CCd)  in  drei  verschiedenen  Punkten  (zweipunktig) 
beruhrt,  so  hat  das  von  denselben  gebildete  Drei- 
eck  drei  Seiten,  welche  auBerdem  der  Kurve  in  drei 
Punkten  begegnen,  die  auf  einer  Geraden  liegen. 

^P^Pi,  DD17  fR3ft1  sind  also  die  drei  Paar  Gegenecken 
eines  vollstandigen  Vierseits,  welches  ganz  der  0<3)  ein- 
beschrieben  ist. 

Aus  den  beiden  Geraden 

folgt  aber,  daB  der  Tangentialpunkt  von  JQ,  niit  dem  Tan- 
gentialpunkt    von    Oj    identisch    ist,    und    aus    den    beiden 

Geraden  |»0^| 

folgt  in  gleicher  Weise,  daB  der  Tangentialpunkt  von  ty 
mit  dem  Tangentialpunkt  von  ^  identisch  ist.  Die  drei 
Punktepaare  ty  und  tyl}  Q  und  £l1}  9ft  und  9ftt  sind  also 
konjugierte  Punkte  der  C(3)  in  dem  alten  Sinne  (§  2),  indem 
zwei  konjugierte  Punkte  allemal  denselben  Tangentialpunkt 
haben. 

Aus  einem  Paar  konjugierter  Punkte  ty,  ^  konnen  wir 
aber  unendlich  viele  weitere  Paare  ableiten;  verbinden  wir 
namlich  einen  beliebigen  Kurvenpunkt  X  mit  ^  und  ^  durch 
Strahlen,  welche  der  C(8)  zum  dritten  Mai  in  ©  und  ©, 
begegnen,  so  folgt  aus  den  Geradenpaaren 

ix«p@  i,   ix&ej, 

(wo  %  den  gemeinschaftlichen  Tangentialpunkt  fur  ^  und  ^, 
bezeichnet),  daB  der  dritte  Schnittpunkt  von     ©^  |  mit  dem 
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dritten  Schnittpunkt  von  |  ©^  |  koinzidieren  muB;  nennen 
wir  ihn  dc1}  so  siud  wiederum  363^,  $P^31;  ©©t  die  drei 
Paar  Gegenecken  eines  der  6Y(3)  einbescbriebenen  vollstandigen 
Vierseits,  folglicb  mussen,  da  Sp^  ein  Paar  konjugierter 
Punkte  sind,  aucb  @©x  ein  solches  Paar  sein,  sowie  XXj. 
Hieraus  ergiebt  sicb  ein  ganzes  System  von  Paaren 
konjugierter  Punkte  auf  der  C(3).  Wir  erhalten  aber  im 
allgemeinen  drei  soleher  Systeme,  wenn  wir  statt  einer  alle 
drei  Tangenten  beriicksicbtigen,  die  sicb,  wie  oben  fur  eine 
gescbeben  ist,  aus  dem  Gegenpunkt  des  Buscbels  [$P^3£l£l] 
an  die  Kurve  legen  lassen.  Damit  sind  wir  aber  zu  unserem 
Ausgangspunkte  zuriickgelangt. 


Verfoesserungen. 

Seite    9  Zeile  8  v.  u. :    Das  Wort  „nocku  ist  zu  streichen. 

Statt  „Stahlenpaar"  lies  „Strahlenpaara. 

Statt  „Xdi1u  lies  jjt. 

Das  Wort  „schnitte"  ist  zu  streichen. 

Statt  S,  lies  %'. 

Statt  z  lies  g. 

Statt  %1  lies  2. 

Statt  B?}  lies  B[3\ 

Die  Silbe  „un-"  ist  zu  streichen. 

Statt  S3  lies  93. 

Statt  „posititiv"  lies  „positiv". 

Statt  a1  lies  a. 

Hinter  „reellen"  erganze  „unendlich  entfernten". 

Statt lies  — | — . 

Statt  „entpricht"  lies  „entspricht". 

Erganze  2. 

Statt  CO)  lies  HW. 

Statt  „eineu  lies  „einer". 

Statt  «pm_i  lies  $m-«. 
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